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PREFACIO 


Este libro está destindo a los escolares quienes se in- 
Leresan por las matemáticas. Está dedicado a uno de los 
apartados más cautivadores de la aritmética, la aproxi- 
mación de los números realos mediante los racionales. 

Ultimamente entro cierta parte de los jóvenes mate- 
máticos (a propósito, no sólo jóvenes) surgió una actitud 
despectiva con respecto a la matemática «clásica» y «pu 
ra» como contrapeso de la «moderna» y la «aplicada». No 
obstanto, tal contraposición es errónea. 

Primero, toda la matemática existe sobre una base 
muy vasta y cada matemático dobe conocer los resultados 
clásicos más fundamentales. En particular, la teoría de 
las fracciones continuas que constituye un apartado de la 
matemática clásica pura, hoy en día se usa ampliamente 
para calcular los valores de las funciones con ayuda de 
computadores. 

Segundo, cn el proceso de desarrollo de la ciencia 
muchos apartados y teorías viejos están perdiendo su im- 
portancia marchitándose como las ramas de un árbol. 
¡Muchos, pero no todos! Hay teorías que existen muchos 
siglos (a veces, aun milenios) y, sin embargo, siguen 
siendo actuales, 

Las fracciones continuas constituyen una de las más 
perfectas creaciones de los matemáticos de los siglos 
XVII—XVIII (Huygens, Euler, Lagrange, Legendre). El 
conocimiento de sus propiedades deja a uno pasmado. 

Leyendo el presente libro hace falta toner en cuenta 
dos cirennstancias. 

4. En ol mismo hay dos grados de dificultad: con letra 
grando se expone ol material fácil y con letra menuda, ol 
más difícil. Con Jetra menuda se ofrecen las demostracio- 
nes de los teoremas difíciles, las cuales pueden omitirse 
sin perjudicar la comprensión. Dado este caso, se necesita 
creer de buena fé los respectivos Leoremas. 

¡No obstante, sería mejor no omitir nadal 

Las matemáticas no represcutan sólo nna lectura entre- 
tenida. E] futuro matemático (al igual que el físico o in- 
geniero) debe adquirir una experiencia para poder reali- 
zar cálculos y demostraciones complicados. Tome un 
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lápiz y wna hoja de papel y analice minuciosamente el 
texto escrito con letra menuda. A lo mejor podrá usted 
simplificar algunas demostraciones o sustituirlas por 
otras más perfectas. 

2. La tooría de las fracciones continuas es bastante 
amplia. En el presente libro so exponen únicamente los 
datos fundamentales. Sin embargo, en el mismo está pre- 
sente todo lo que debe conocer cada uno quien so interesa 
por las matemáticas. Los especialistas deben conocer 


mucho más. 
Nikolai Beskin 


CAPÍTULO I 
DOS ENIGMAS HISTÓRICOS 


$ 1. ENIGMA DE ARQUÍMEDES 


1. El número de Arquímedes. Hay muchos que supo- 
nen: para poder encontrar algo extraordinario hace falta 
dirigirse a un lugar distante, lo mejor, al cosmos o al 
fondo del océano, ya que en la vida habitual, alrededor de 
nosotros todo está bien conocido y no hay nada intere- 
sante. 

¡Qué oquivocación! Nos encontramos rodeados por 
fenómenos enigmáticos, pero no meditamos sobre los mis- 
mos porque estamos acostumbrados a ellos, En este ca- 
pítulo vamos a tratar dos hechos enigmáticos (aunque 
conocidos por todos) de la historia de las matemáticas. 

Los escolares del mundo entero conocen del curso de 
geomotría que Arquímedes encontró para el número a!) 
un valor aproximado 22/7*). Este hecho ya es tan usual 
que muchos no suponen qué secreto ineubre. Son muchos 
los que se plantean la pregunta: ¿por qué Arquímedes 
escogío precisamente los séptimos? ¿Qué será si expre- 
samos n aproximadamente en octavos? 

Esta pregunta resulta ser muy interesante. 


1) La letra n es la primera letra de la palabra 
griega xepipepeia que significa «circunferencia». El matemático 
inglés Jones en 1706 por ne vez designó con la letra s Ja 
razón entre la longitud de la circunferencia y la longitud del diá- 
motro, A partir de 1736 empezó a usar esta designación L. Euler 
(anteriormente usaba la letra p). Desde aquel entonces esta desig- 
nación es adoptada por todo ĉl mundo. 

2) En realidad, Arquímedes en su obra «Medi- 
ción dol círculo» formuló este resultado de una manera algo dis- 


tinta. Indicó los límites para m 377 < n < 3 -p Arquímedes lo 


expuso así: «El perímetro de todo círculo es igual al diámetro 
triplicado con exceso, que es monor que la séptima parte dol diá- 
metro pero mayor que diez septuagésimo primoro», 


Se puso en uso el valor 37 como ol más simple, 


z Bai 40 
aunque es más próximo a 37: 
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2. Aproximación. En diferentes apartados de las ma- 
temáticas se encuentran problemas del siguiente tipo: 
hace falta sustituir cierto objeto (número, función, fi- 
gura, etc.) por otro de la misma naturaleza, pero más 
simple y suficienlemento próximo al objeto dado. Tal 
sustitución se «denomina aproximación. En cada caso 
concreto en el conjunto de objetos a aproximar, debe 
separarse un subconjunto de objetos que se consideran 
más simples, y hace falla definir qué significa «suficien- 
temente próximos». No obstante, no tenemos necesidad 


æ Jro 
c 
7 R y 4 
Fig. 1 


de estudiar e] problema de aproximación en forma tan ge- 
neral. Hablaremos sobre un caso particular, o sea, la 
aproximación de números reales. 

Consideremos un conjunto de todos los números 
ales. Se ha adoptado designarlo con la letra R (la pri- 
mera letra de la palabra francesa «róel» — real). Los 
números reales pueden tener una naturaloza compleja 
(números irracionales) o ser voluminosos (las fracciones!) 
con grandes denominadores). 

Aquí hay que aclarar el porqué la voluminosidad de 
una fracción se aprecia por la magnitud de su denomi- 
nador y no del numerador. Si nos interesa no tanto la 
magnitud de un número real œ como su naturaleza arit- 
mética, entonces nos importa la siluación de este núme- 
ro entre los números enteros consecutivos n y n -+ 1. Ml 
desplazamiento del número œ por el eje numérico a un 
número entero no cambia su naturaleza aritmótica.?) En 
la fig. 4 están marcados los números æ y 3 + œ que no se 
diferencian por su posición en los segmentos?) [0, 1] y 


o: 


1) Kecordemos quo la fracción es un número 
plq donde p y q son números enteros y q = 0, De tal modo, los nú- 
meros /3/3 ó a/2 no son fracciones. 

3) Todo lo dicho no se refiere a la aritmética 
que estudia números enteros. 

) La dofinición del término «segmento» se da 
en el p. 23, 
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9 
13, 41. No hay razón para considerar el número = = 


= ari más complejo que 3/4. Podríamos limitarnos al 
estudio de la naturaleza de números cn el segmento [0, 1]: 
en cada sogmento la, n + 1) se repite el mismo cuadro. 
Precisamente por eso, al apreciar el grado de complejidad 
de una fracción nos interesa su denominador y no el nu- 
merador. 

De un conjunto de números roales R separamos un 
subconjunto de fracciones con un denominador dado q. La 


distancia entre el número a y la fracción p/q es |a — £]. 
Ahora el problema acerca de la aproximación de los 


números reales puede formularse así: dar expresión apro- 
ximada de un número real œ en forma de una fracción 
con el denominador q significa hallar entre todas las fraccio- 
nes con el denominador q la más prózima al número o. 

Si en el eje numérico están marcadas todas las Irac- 
ciones con el denominador q entonces el número œ resul- 
tará entre dos fracciones (no nos interesa el caso cuando 
æ coincida con una de las mismas): 


e ZP 
E ps 
De dichas Fracciones se escoge la más próxima a a (véase 
la fig. 2). 
Puede suceder que œ coincida con el punto medio del 
segmento[ 222 z] En este caso (y solamente en éste), 
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el problema tieno dos soluciones. Para certidumbre, con- 
vengamos cn preferir el extremo izquierdo. 

De todo lo expuesto está claro que para la aproxima- 
ción del número æ podomos usar fracciones con cual- 
quier denominador, o sea, la selección dol denominador q 
depende únicamente de nuestro deseo. La aproximación 
se aplica para la sustitución de números irracionales. 
Además, los númoros racionales se pueden sustituir por 


otros menos voluminosos (con denominador menor). Cito- 
mos un ejemplo. El valor aproximado del número E 


en duodécimas partes es 


ya que 


y además, Ea es más próximo a > que a E 

Estamos acostumbrados a aproximar los números 
reales mediante fracciones decimales. Sin embargo, en 
los tiempos de Arquímedes las fracciones decimales no 
fueron inventadas todavía!) y Arquímedes pudo escoger 
cualesquiera partes para la aproximación de n. ¿Por qué, 
entonces, escogió los séptimos? ¿Puede ser que por ca- 
sualidad? 

3. Error de la aproximación. Èn el proceso de apro- 
ximación de un número real œ mediante la fracción pig 
surge un error 


AmaE, 
e q 


Recordemos: el error es el valor exacto menos el aproxi- 
mado, 


1) Las fracciones decimales aparecieron a fines 
del siglo XVI (por cuanto so trata de Europa; en el Oriente ya se 
conocían en el siglo XV). Fueron inventadas por el sabio de Plan: 
des Simon Stevin. eun so tiene un testimonio competente del 
oscritor inglés Joromo C. Joromo: «Do Gont nos dirigimos a Brugge 
donde aproveché la ocasión de lanzar una piedra al monumento a 
Simon Stevin quion inventó las fracciones decimales, con lo cual 
me causó muchos disgustos en los años escolares), y luego regresa- 
mos acá». («Memorias de un viajero», nota del 9 de junio), 


13 


Entonces resulta que si se tieno una aproximación con 
falta entonces el error es positivo y si se tiene una apro- 
ximación con exceso, éste es negativo. 

El valor absoluto del error | Á | se denomina error 
absoluto. 

Está claro que para el procedimiento escogido de 
aproximación el error absoluto no puede sobrepasar 1/2q 
(véase la fig. 2); 

1 
141<>37 + 


El número 1/2 es el límite superior del error absoluto. 
Para el otro procodimiento de aproximación el límite 
superior puede ser diferente. Por ejemplo, si hubieramos 


B-j P 
W a Y 
Lonveniente 

E 
T y $ 
A A A 
No conveniente 
Fig, 3 


convenido en tomar siempre la aproximación con falta, 
es decir, siempre escoger el extremo izquierdo del seg- 
mento (22, 2), entonces el error sería igual a 1/g. 

4. La utilidad de la aproximación. El error absoluto 
alcanza el límite superior en aquel caso (el mas desfa- 
vorable) cuando a esel punto medio del segmento [A p 
Si q se sitúa on el mismo segmento muy cerca a uno 
de sus extremos, entonces el error absoluto real puedo 
ser considerablemente inferior al límite superior. 

Todo ello sugiere introducir el concepto acerca de la 
utilidad de la aproximación. La sustitución aproximada del 
número œ por una fracción es conveniente si dicha fracción, 
siendo el denominador pequeño, brinda una alta precisión. 
Más rigurosamente, si ol error absoluto es considerable- 
mente menor de lo que se espera juzgando por el denomi- 
nador q. La fig. 3 aclara esta idea. 
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Para poder caracterizar la utilidad hace falla compa- 
rar dos magnitudes: el orror absoluto real y el límite 
superior de) error absoluto: 

error absoluto La— pial 


Tinite superior del error absoluto mag 2190—pl- 


Pata simplificar se ha aceptado considerar la mitad de 
esta magnitud. Designémosla por k y denominémosla 
error reducido 


h=|q0—pl. (1.1) 


Recordemos: el error reducido h es la mitad de la rela- 
ción entre el error absoluto real y el máximo posible. Evi- 
dentemento; 


0< h12. 


Mientras menos sea k más conveniente será la aproxima- 
ción. 
Denominaremos la magnitud 


1 1 

el (1.2) 
coeficiente de utilidad. Su sentido es muy simple: el coe- 
ficiente de utilidad demuestra cuántas veces el error abso- 
luto real es menor que el máximo posible. Evidentemente 


1<i<oo. 


Entonces, cuanto mayor sea A, tanto más útil será la 
aproximación. 

No hay que pensar que las partes más menudas son las 
más útiles. Puede sucedor que al trazar on el ejo numérico 
las octavas partes el número « ocupe una posición menos 
favorable que al trazar los séptimos. Llevemos a cabo 
un experimento con el número n aproximándolo median- 
te diferentes partos: desde las primeras hasta las dé- 
cimas (véase la tabla 1). Omitimos los cálculos; el lector 
los puedo realizar por sí mismo. 

Esta tabla demuestra que para fines de la aproxima- 
ción de a los séptimos resultan mucho más convenientes 
que las partes vecinas más próximas. El error real es más 
de 56 veces menor que se podía imaginar juzgando por la 
dimensión de las partes. 
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Tabla 
Valor apro- supo 

o | moreno altata] a | e| 
1 3/1 1,1446 | 0,1416 3,5 
2 6/2 001416 | 012832 4,8 
3 9/3 0,1416 (0,4248 1,2 
4 43/4 0 1084 0,4336 1,2 
5 16/5 (0,0584 | 0,2920 4, 
6 19/6 0,0251 0,45 3,3 
7 22/7 1/1 0,0013 (1,0089 [56,5 (¡ 1) 
8 25/8 1/16=0,0625 0,0166 | 0, 3,8 
9 28/9 1/18=0,0556 0,0305 0,2743 1,8 
10 31/10 1/20=0, 0500 0,0416 0,4459 4,2 


En la fig. 4 se expone la posición dol número zt en el 
eje numérico. Por casualidad (aunque, a A 


por casualidad?) s resulta encontrarse muy cerca de 3t 
Si nos hubieran ordenado con antelación aproximar s de 


 _ A A AA 
d ağe 


Fig. 4 


tal modo que el error absoluto no sobrepasara de 0,0013, 
¿qué partes habríamos escogido? Apuntaríamos la con- 


dición 


1/24<0,0013 
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de dondo q > 385, no obstante, Arquímedes alcanzó la 
misma precisión al tomar el denominadror mucho me- 
nor.!) 

No, no por casualidad Arquímedes escogió para la 
aproximación del número n precisamente los séptimos. 
Pero, ¿cómo pudo lograrlo? 

Pasados muchos siglos (en el año 1585) el holandés 
Adrian Antonius encontró para x el valor aproximado: 
n æ 355/113. 

Este resultado fuo publicado solamente después de la 
muerte de Antonius, por su hijo Adrian Metzys, por lo 
cual esta magnitud 355/143 empezó a denominarse núme- 
ro de Metzys. Dicho número posee la misma propiedad 
asombrosa que el númoro de Arquímedes: el denominador 
113 resulta ser mucho más útil de lo que se podía imagi- 
nar juzgando por su magnitud. Recomendamos a nues- 
tro lector que analice el número de Metzys así como se 
ha analizado anteriormente el número de Arquímedes. 
¿A qué será igual el coeficiente de utilidad? 

Sin duda alguna, el número de Metzys no fue hallado 
casualmente. Fue descubierto mucho más antes de que 
lo encontró Adrian Antonius. 


$ 2. ENIGMA DE GREGORIUS XIII 


5. El problema matemático del calendario. Gregorius 
XIII no era matemático. Fue el Papa de Roma, pero 
su nombro está ligado con un problema matemático muy 
importante, el del calendario. 

La naturaleza nos dio dos unidades naturales de 
tiempo: el año y el período de veinticuatro horas: el día 
y la noche (solares). Según un antiguo manual de cosmo- 
grafía «lamentablemente el año no contiene un número 
entero de días». No podemos no aceptarlo ya que de este 
hecho mencionado provienen muchas incomodidades. En 


1) La yeracidad requiero hacer acordar: las 
385 partes permiten aproximar cualquier número real con un error 
menor do 0,0013, mientras que los séptimos resultaron ser más 
convenientes para el número st. 
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cambio, origina un problema matemático interesante. 
4 año=365 días 5 horas 48 minutos 46 segundos = 
=365,242199 ilías. !) 
En la vida civil es imposible legalizar tal duración del 


año. ¿Y qué será si aceptemos el año civil igual precisa- 
mente a 365 días? En la fig. 5 está representada la órbita 


de la Tierra. El 4 de enero de 1980 a las O horas la Tierra 
se encontraba en el punto A. En el transcurso de 365 días 
no podrá alcanzar el punto A, por lo cual a las O horas 
del 4 de enero de 1981 resultará en el punto B y el 4 de 
enero de 1982, en el punto C, ete. Entonces, resulta que 
si fijamos la posición de la Tierra on la órbita corres- 
pondiente a una fecha dada, ésta será todos los años 
diferente: se atrasará casi en 6 horos Durante 4 años 
este atraso constituirá casi un día y la fecha fijada caerá 
en diferentes estaciones del año, o sea, el £ de enero del 
invierno se desplazará gradualmente para el otoño, luego 


1) lun el presente libro no tratamos de una ma- 
nera detallada Jas cuestiones astronómicas (por ejemplo, la yaria- 
ción de la duración del año), tampoco las cuestiones vinculadas con 
la historia del calendario, sino atraomos su atención sobre un solo 
problema matemático relacionado con el culendario. 
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para el verano. Es incómodo: no se podrá relacionar algu- 
nas medidas periódicas (siembra, comienzo del año esco- 
lar) con unas fechas de calendario bien dofinidas. 

No obstante, existe salida de esta situación. Ilace 
falta considerar que unos años tionen 365 días y otros 
366 días, alternándolos de tal manera que la duración 
media del año sea la más próxima posible a la anténti- 
ca. Así podemos reproducir la duración auténtica del 
año con cualquicra precisión, pero para ello se necesita- 
rá una ley muy compleja de alternación de los años 
cortos (ordinarios) y largos (bisiestos) lo que es indescablo. 
Se requiere un compromiso; una ley comparativamente 
sencilla de alternación de los años cortos y largos que 
puedo brindar una duración media del año suficientomen- 
to próxima a la auténtica. 

6. Calendario juliano y calendario gregoriano. Por 
primera vez este problema fue resuelto por Julio César. 
Para precisar, lo hizo por su encargo, el astrónomo de 
Alejandría, Sosígenes, llamado con este objetivo a Roma. 
Julio César introdujo el sistema siguiente: tres años se- 
guidos cortos (ordinarios) y el cuarto, largo (bisiesto). 
Mucho más tarde, cuando fue adoptada la cronología 
cristiana, empezaron a considerar bisiestos aquellos años 
cuyo número se dividía en cuatro. 

Este calendario se denomina juliano. En Rusia exis- 
tió hasta febrero de 1918, Según este calendario la dura- 


ción media del año es igual 23654 días = 365 días U horas. 
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Es evidente que la duración media del año juliano 
sobrepasa la auléntica en 11 minutos 14 segundos. 

El calendario juliano fne perfeccionado por el papa 
Gregorius XIIT (los proyectos de la reforma del calenda- 
rio se elaboraron mucho tiempo antes pero no lueron 
realizados). En 1582 Gregorius XILI introdujo la si- 
guiente reforma «del calendario. El conservó la alternación 
de los años ordinarios y bisiestos pero agregó la regla 
siguiente: si el número del año finaliza con dos ceros y el 
número de centenas no se divide entre 4 entonces este año 
resulta ordinario, Por ejomplo, de acuerdo a esta regla ci 
año 1700 es ordinario, mientras que el año 1600, bisiesto. 
Además, considerando que a partir del comienzo de la 
era (desde el «nacimiento de Jesucristo») ya se habia 
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acumulado un error de 10 días, Cregorins XIL de una 
voz adicionó 10 días.1) Desde aquel entonces se han acn- 
mulado 3 días más (en los años 1700, 1800, 1900). Por 
esta causa, en la actualidad la diferencia entre el calon- 
dario juliano y el nuevo (gregoriano) constituye 13 días. 

¿Cuál es la duración media del año gregoriano? De 
acuerdo al calendario juliano de 400 años 100 son bisiestos 
y según el gregoriano, 97. Por osla razón, la duración 
media del año gregoriano es de 36540 días = 365, 
242500 días = 365 días 5 horas 49 minutos 12 segundos, 
O sea, supora la auténtica en 20 segundos. 

Como vemos mediante unos procedimientos bastante 
sencillos se obtuvo una precisión muy alta. ¿Cómo obtu- 
vieron este rasultado? 

La respuesta a osta pregunta se da en ol capítulo VI 


1) El papa ordenó que el día sígniento después 
del 4 de octubre, el jueves, de 1582 se convirtiora en el 45 de ochi- 
bre, viernes, 


CAPÍTULO II 
FORMACIÓN DE LAS FRACCIONES CONTINUAS 


$ 3. DESARROLLO DE UN NÚMERO REAL 
EN FRACCION CONTINUA 


7. Algoritmo del desarrollo en fracción continua. OJvi- 
demos ul sistema decimal de numeración. Como decía 
en sus conferencias Nikolai Nikoláevich Lusin, el des- 
tacado matemático ruso (1883—1950), «las ventajas dol 
sistema decimal no son matemáticas sino zoológicas. Si 
tuvióramos en las manos no diez sino ocho dedos, la 
humanidad utilizaría el sistema octonario.» El sistema 
decimal prácticamente es muy cómodo, sin embargo, para 
el estudio de los problemas teóricos de la aritmética re- 
sulta ser inconveniento. 

Así pues, denegemos el sistema decimal y, en general, 
todo sistoma de posición, es decir, tomemos la posición de 
Arquímedes y meditemos sobre el problema: ¿cuál pro- 
cedimiento do estimación de un número real es el más 
natural? 

Respondiendo a esta cuestión no pueden surgir dudas: 
en primer lugar hace falta indicar entre cuáles números 
onteros está comprendido el número de interés. Por 


ejemplo, 


Se se encuentra entre 2 y 3; 


VŽ está comprendido entre 1 y 2; 
n, entre 3 y 4. 


Indudablemente, es suficiente indicar solamento el 
menor de estos números: 


Es =247(0<0< 1); 
y2=1+1y(0<y<1); 
n=34+:(0<2< 1). 
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Anotemos que tal estimación no está vinculada con 
el procedimiento de denotación de los números enteros, 
o sea, con algún sistema concreto de numeración. 


Ocupémonos del número s Nuestra estimación «más de 


dos» es demasiado aproximada y sirve únicamente como 
primera aproximación, Si queremos dar el segundo paso 
debemos estimar el «complemento» 2. Puesto quo éste es 
menot quo la unidad, es natural represontarlo como una 
fracción con el numerador 1 (volvamos a apelar a Ja 
«naturalidad», pero será por última vi 


O: 
A Mu 


7 
Ahora æ, es mayor que la unidad y volvemos a repetir 
los mismos pasos: separamos una parte entera, elc., etc. 
Lo invitamos a muestro lector quo siga con atención la 
alternación de ostos dos pasos: 


1 
7 
G 
La oxpresión 
4 
a+ T — y 
a+ PAS 
AN 1 
Had 
donde a,, da, - .., 4, son números nalurales!), a, es un 


número natural o cero, que se denomina fracción conti- 
nua. 

Los números y, yy q, ..., 4, se denominan ele- 
mentos?) de nna fracción continua. Se puede decir que he- 


A 61 ra 4 
mos desarrollado el número z7 fracción continua. 


1) Hagamos recordar que los números naturales 
++ + El cera no se considera número natural, 
2) En ocasiones se denominan cocientes incomp- 
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A continuación tendremos que utilizar frecuentemente 
este algoritmo. Consiste en la alternación de dos pasos. 

Paso 1, De un número es separada la parto entera, 
o sea, se representa como la suma de dos sumandos: un 
númoro entero más el resto, menor que la unidad. 

Paso 2. El segundo sumando se representa como la 
unidad dividida por un número mayor que la unidad. A 
este número se le aplica el primor paso, ete. 

Antes de profundizarnos en la teoría de fracciones 
continuas respondamos a tros preguntas. 

8. Designación de las fracciones continuas. Primera 
pregunta. ¿Noes demasiado voluminosa la designación de 
la fracción continua? En nuestro ojemplo hemos obtenido 
una fracción de Lres pisos, pero si fuera de veinte pisos no 
cabría en una hoja de papel. 

Es justo, y por eso para las fracciones continuas se 
usan diferentes designaciones convencionales. Utilizare- 
mos la siguiente: 


4 
y H— ——— = [00% lir tos + +0 dgl 
atar 


as 


Presten atención en el punto y coma. Subraya que la 
parte entera a, es de singular importancia, diferente de 
otros números (singular no significa más importante, en 
nuestro caso, más bien es al contrario). 

9. Desarrollo de números negativos en fracción con- 
tinva. Segunda pregunta. ¿Cómo desarrollar un número 
negativo on fracción continua? 

Para el desarrollo de un número negativo en fracción 
continua existen dos procedimientos. 

1. Poner el signo «menos» delante de toda la fracción 
continua. Por ejemplo, 


61 E 4 
pro —4S T 
1 
1+5 
2. Admitir los valores negativos de 2, (no obstante, 
Ray Ag, «+1 Qg siguen siendo positivos). Por ejemplo 


=[2; 3, 1,6]. 
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(comprueben los cálculos Ustodes mismos), 


Mo. a 8 ý 1 B 
E da TE. i 


1 
ti 


=|—3; 1,2, 1,6). 


En el presente libro siempre utilizaremos el segundo 
procedimiento. Así, de aquí y en adelante a, es cualquier 
número entero y Qy, gy... son números naturales, 

Una vez hecha esta observación, a continuación, al 
exponer la teoría no vamos a prestar mucha atención a 
los números negativos. Todo número negativo puede obte- 
nerse al desplazar cierto número posilivo en un número 
entero a la izquierda por ol eje numérico. Para analizar 

zinai P 6 
la naturaleza aritmética del número — aa se puedo estu- 
t sud N y 
diar elj número Ay luego desplazalro a tres unidades A 
la izquierda. 

10 Algunos ejemplos cuando el proceso de desa- 

rrollo es infinito. Zercera pregunta. ¿Es el proceso de de- 


sarrollo de un número œ en fracción contínua obligato- 
riamente inlorrmmpido? 

No, puede resultar infinito. Citemos nnos cuantos 
ajemplos. 

Ejemplo 1. Desarrollar VĒ en fracción continna, 


5 A 
V3=1 +5: 


Como resultado, £a = zı Por lo tanlo, a partir de 
este lugar, todo se repetirá, © ROA, Ly ~on Ty 


Xy... Sucosivamente obtenemos: 
Y2=1+L 1 E e a s 
Ty ALO F 
Et i 


PES 
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Mientras apuntamos Y/2 en forma final (pero con la 
participación de x, irracional) podemos hacer uso del 
signo de igualdad. Si este proceso continúa infinitamen- 
te, obtendremos 


V2-=1132,2,2,...1, 


es decir, al número V2 le corresponde una fracción conti- 
nua infinita. El signo de igualdad entre V2 y la fracción 
continua infinita /1; 2, 2, 2, .. .] no puede ponerse ya 
que no sabemos todavía realizar ol paso de uno de estos 


A 


> 


fà + z 
rig. 6 


dos símbolos al otro en cualquier dirección. El símbolo 
de la fracción continua infinita no tiene por ahora sentido 
para nosotros. liste problema será discutido en dotalles 
y resuelto en el capítulo IV. 

Ejemplo 2. En los problemas geométricos se puede 
buscar cl desarrollo on fracción continua de una magni- 
tud geométrica cuyo valor numérico no está dado. Halle- 
mos, por ejemplo, la relación entre la base y el lado lateral 
de un triángulo isósceles con el ángulo de 108”. 

En el triángulo ABC (fig. 6) los ángulos son iguales a 
108°, 36°, 36°, respectivamente. Trazamos BB, =b (está 
claro quo b cabe una voz en a ya que a< 2b). 


Tenemos 
a BO bime BC. t 
a= A E AR 


E, 
O 


Pero el triángulo BAC es semejante al do partida 
(caleúlese la magnilud de los ángulos). En Ja primera 
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fila doterminamos la relación a/b de la base al lado late- 
ral. En Ja segunda fila nos encontramos de nuevo frente 
al mismo problema: x; representa la relación de la base 
bananana nO A 


e 


Fig. 7 


al lado lateral en el triángulo de la misma forma. Ya que 
después del primer paso volvemos a obtener la posición 
inicial, entonces el proceso será infinito 

Podemos oscribir 


FIL dd... 

De modo análogo, se puede demostrar que 
b 
amli, 1,1, 


Volveremos a tratar esto resultado al final del p. 32. 

Ejemplo 3. Desarrollar en fracción continua la rela- 
ción de la diagonal de un cuadrado a su lado. 

Este ejemplo es más complicado que el anterior. Si 
en el ejemplo 2, después de un paso del proceso regresa- 
mos a la posición inicial, aquí—después de dos pasos, 

Si se considera conocido que d'a = y“2, entonces este 
ejemplo coincide con el ejemplo 1. No obstante, de los 
razonamientos geométricos podomos obtener ol desarrollo 
de la relación d/a en fracción continua sin sabor su valor 
numérico, 
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La posición imicial: lince falta trazar en la diagonal un 
segmento igual al lado del cuadrado. Éste cabe en la diago- 
nal nna sola vez. Tenemos (véase la fig. 7): 


d _ CA _ CBj+BJA 


Construimos BB, LAC. Entonces BB, -= BBa (de- 
muéstrenlo Ustedes mismos). El triángulo ABB, lo 
completamos hasta que se forme un cuadrado (únicamen- 
te para claridad, para la demostración no se necesita). 
Ahora en BA trazamos el segmento AR,. Trazándolo una 
vez obtenemos BA, y queda BA. Ahora hace falta trazar 
AB, en B,4, pero csto significa Ja repetición de la posi- 
ción inicial: el trazado del lado del cuadrado en la diago- 
nal. Por consiguiente, este proceso es infinito, es decir, 


1 
a=2 
L l; 2, 2, 2,4]. 
lis fácil demostrar que 


el 
2 104,2, 2,.. 


(véaso el p. 32). 


$4 ALGORTIMO DE EUCLIDES 


11. Algoritmo de Euclides. En el párralo anterior he- 
mos conocido el algoritmo del desarrollo de un número 
real en fracción continua, Esto algoritmo se componía 
de dos pasos que se alternaban: 1) separación de la parle 
entera del número; 2) representación del resto (menor 
que la mmidad) como un número inverso al otro número 
(mayor que la unidad). Dicho algoritmo constituye nn 
caso particular del llamado algoritmo de Euclides amplia- 
mente usado en las malemáticas. 
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Primeramente mostremos cómo acciona el algoritmo 
de Euclides a base del ejemplo de la obtención del MCD 
(máximo común divisor) de dos números reales. 

Sean p y q números naturales. El algoritmo de Bucli- 
des consta de los siguientes pagos!): 


Dividimos Cocjente | Hosto 
ppg o To 
4 PE ro a ri 


Tp POF Ty ag ra 


Escribirémoslo mediante las fórmulas: 


p= 409 + Fo O< 
q arot (0<r<ro); 
ra= lr + Ya Onr); 
(0<r¿< r); (2.1) 


Ta = larg- r3 


Ps lasog Hre NOS Te); 


Pg U ET } 


Aclaración. Al dividit números enteros el resto puede 
tosultar cero. Entonces, ¿por qué excluimos el signo de 
igualdad en el primer término, es decir, por qué, por 
ejemplo, escribimos 0 < r, < ra en lugar de 0< 5, 
< ra? Porque si resulta que r; +0, esta iguadad será 
la última. Æl algoritmo obligatoriamente se interrumpirá 
ya que los rostos ro, Fi, Fay - - . son números enteros no 
negativos, y cada número consecuente es rigurosamente 
menor que el anterior. Por lo tanto, en cierto paso el 
resto será igual a cer 


1) Si p < q Ontoucos ay = Ù. Esta no estorba 
el desarrollo sucesivo del proceso. 
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Las igualdades (2.4) pueden transtormarso del modo 
siguiente: 


Ps es precisamente el MCD de los números p y q. 

Cada una de cstas igualdades (excepto Ja última) re- 
presenta una fracción impropia en forma de la suma de un 
número enlero y una fracción propia. Observemos que 
el primer miembro de cada igualdad, a partir de la segunda, 
es inverso a la Jracción propia que figura en la igualdad 
anterior. Por esta razón, se puede excluir sucesivamento 
todos los r;. Sustituimos en la primera igualdad la frac- 
ción ro/g por su expresión en la segunda igualdad: 


En la igualdad obtenida sustituimos la fracción r/o 
por su expresión en la tercera igualdad: 
pP de 
bo ad + 
ari 7 
at 


Si continuamos este proceso, en fin de cuentas obtene- 
mos el desarrollo de p/y en fracción continua, No obs- 
tonte, no hay ninguna razón para cada vez realizar esto 
proceso de sustitución. ls que acabamos de revelar que 
Ags Ais Qas o. «y Aa en realidad son clomentos de la frac- 
ción continua buscada. Nos queda solamente retener en 
la memoria la siguiente regla, 


2 


Para desarrollar plq en una fracción continua hace 
falta aplicar para los números p y q el algoritmo de Eueli- 
des. Los cocientes obtenidos como resultado de las operacio- 
nes de división consecutivas, son en realidad elementos de 
una fracción continua. 

Ejemplo. Desarrollar 61/27 en una fracción continua. 

61] 27 27|7 716 6]4 
TET 3ST(TO|O* 
Por lo tanto, 
Y 1253, 4, 6). 


12, Ejemplos de la aplicación del algoritmo de 
Euclides. El algoritmo de Euclides puede aplicarse no 
sólo para hallar el MCD do dos números ríaturales. Sean 
p y q elementos de cualquier conjunto en el cual está 
detorminada la división entera.) Entonces puede usarse 
el algoritmo de Euclides. 

Por ejémplo, si p y q son segmentos de una recta, en- 
tonces, el algoritmo de Euclides puede utilizarse para 
buscar su medida común. Si p y g son conmensurables el 
algoritmo de Euclides se interrumpe y el segmento "y, 
[véanse las fórmulas (2.1)] será precisamente su medida 
común. En realidad, la última igualdad (2.1) demuestra 
que Ta, se contiene en rs-a un número entero de veces, 
Al sustituir el valor r,_¿ en la penúltima igualdad, obten- 
dremos 

Taag = Oy gd Fany = (09-10 E 1) Punto 

Por lo tanto, 7,., se contiene también en r,_y un nú- 
mero entero de veces. Subiendo de tal manera, en el sis- 
tema de fórmulas (2.1) cada vez un escalón, llegaremos 
a las dos primeras filas, es decir, demostraremos que 
Fs, contiene un número entero de veces también en p 
y en q, O sea, rs. 0s la medida común para p y q- 

Además, el algoritmo de Euclides nos proporciona 
los elementos de la fracción continua correspondiente a la 


1) Esto significa que a cada par ordenado de 
elementos p y q (p es el dividendo y q, el divisor) le corrasponde un 
par ordenado a y r (a es cociente y r, el resto) que satisface dos 
condiciones: p = ag + r, r < q. Está claro que on este conjunto 
deben determinarse la operación de multiplicación y el concepto 
«menors. 
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relación p'g. Esto tiene lugar también en el caso cuando 
los segmenlos p y q son inconmensurables. El algoritmo 
de Euclides resul Lavá infinito y los nÚmeros dy; 1, 4a, 
serán elementos de una tracción continua infinita cao- 
rrespondionte a la relación pig. 

El algoritmo de Buctidos puede aplicarso para poli- 
nomios de tuna variable x. Dado este caso, «menor» debe 
significar «en grado menor». Aprovechando esle algoritmo 
puede hallarse el MCD de dos polinomios, pero esto no 
tiene ninguna relación directa con el tema que tratamos. 

13. Resultados, En el presente capítulo hemos cono- 
cido el algoritmo (en dos variantes) que permite desarro- 
llar todo número real œ en una fracción continua, es decir, 
hallar la fracción continua correspondiente al número œ. 
Si æ es un número racional, le corresponde una frac- 
ción continua finita. En este caso se puede realizar los 
cálculos en dirección contraria, o sea, hallar ol valor de 
la fracción continua. Por ejemplo, 


pegi 


a+ 


1 
tlg 


Por esta razón, en lugar de decir «al número 61/27 le 
corresponde la fracción continua 12; 3, 1, 6] «puede decir- 
se» el número 61/27 es igual a la fracción continua [2; 
3, 1, 6)». Hablando de una manera más precisa, esto 
significa que 61/27 y (2; 3, 4, 6] constituyen dos anotacio- 
nes diforentes de un mismo número. 

Totalmente de otro modo resulta si œ es irracional. 
En este caso la correspondencia entre œ y la fracción 
continua está determinada solamente en una dirección: 
al número a le corresponde una fracción continua infinita 
y no al revés. No podemos calcular una fracción conti- 
nua infinita por el mismo procedimiento que utilizamos 
al calcular [2; 3, 1, 6]. El sentido de la fracción continua 
infinita hasta ahora nos es desconocido. 

Tenemos que resolver este problema. En el capítulo Y 
se mostrará cómo atribuir el sentido a la fracción conti- 
nna infinita. Al leer los capítulos TIT y IV hace falta to- 
ner presente que el sentido de la fracción continua infi- 
nita todavía nos es desconocido. 


CAPITULO 111 
FRACCIONES CONGRUENTES 


$ 5, CONCEPTO DI FRACCIONES CONGRUENTES 


14. Definición preliminar de una fracción congruente. 
Se puede interrumpir una fracción continna guardando los 
elementos Ay; 4y Ags + <., An y desechando los siguien- 
tos elementos n-ty Önt . El número obtenido de 
tal manera se denomina n-ésima fracción congruente y se 
designa Pr'qn* 


Pa — (tos == O SES: 
qu oi as a, verin =n += 3 A Ta 


LT 
En particular, para n = O se tiene la fracción con- 
groente cero 


Po lg 
wr lao = 32. 
Observación 1. Esta definición de la fracción congru- 
ente no es definitiva. Se precisará en el p. 16. 
Observación 2. El concepto de fracción congruente se 
introduce tanto para las fracciones continuas finitas, co- 
mo para las infinitas. Para el caso de una fracción con- 
tinua finita existe la última fracción congruente que 
coincide con la misma fracción continua. Por ejemplo, 
para el número 01/27 se tiene 


Dado el caso de una fracción continna infinita Ja 
secuencia de fracciones congruentes es infinita, El senti- 
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do de una fracción continua infinita nos es desconocido, 
pero ceste hecho no nos impide comprender el sentido de 
lracciones congruentes. Por ojemplo, para la fracción 
E; 2, La Byra a al 
Po 
do 


A 
sE 


PL 14 9=2, 

pits ts 
P2 jA: An 
A = 11,2, 2I=35 


Alusión. Precisamente, esta circunstancia (la posibili- 
dad de formar fracciones congruentes) nos permitirá 
inspirar el sentido en la fracción continua infinita: con- 
siderar que las fracciones congruentes sirven de aproxi- 
maciones consecuentes que definen el valor de una frac- 
ción continua infinita. 

Esta alusión constituye el germen do la teoría ulterior. 
En el capítulo IV será desarrollado. Pronto demostrare- 
mos que para el caso de una fracción continua fínita las 
fracciones congruentes representan aproximaciones con- 
secuentes, mientras tanto lo comprobaremos para el nú- 
mero 61/27. Para estimar las aproximaciones, indique- 
mos que 61/27 = 2,259. 


Aproximación 


Error 
número valor 
2 
1 i 0,259 
2 -pm 2,323 0,074 
3 Y 2,250 0,009 


Observamos que el error tiene los signos que se alter- 
nan y decrece en valor absoluto. A continuación se escla- 
recerá que es una regla genoral, 

15. Ley de formación de fracciones congruentes. Para 
hallar Ja n-ésima fracción congruente no hay necesidad 
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de copiar una fracción continna de varios pisos ni reali- 
zar un proceso voluminoso de contracción sucesiva, Exis- 
ten unas fórmulas recurrentes bastante simplest) para 
el cálculo de pa y qu Evidentemente 


Poo. 
do $ 
TA A aiti 
> Uni a t 
A fin de pasar de ar a, es necesario sustituir a, por 
u da 


1 ; şi , 4 
a E q Una vez realizadas ciertas Lransformaciones po- 
co complicadas, obtendremos 


Pa “(ero ol 1) do 
LA ayas 1 , 


Si ahora examinamos con atención esta fórmo 
mos ver su estruecinra siguiente: 


podre- 


Patz- Po, 


Ma 
Resulta que aquí se observa la ley woneral. Escribé 
mosla expresando por separado e) numerador y ol deno- 
minador de la n-ésima tracción congunento: 
Pa = Pnn- Pu- 
Tn = n-i H as (Gi 
W= as ai 


Anles de demostrar las fórmulas (9.4) precisemos sn 
sentido. No atribuimos el sentido a p, y qu aparte.?)} 
Las fórmulas (3.1) deben entenderse así: como numerador 
y denominador de la n-ésima Iracción congruento pueden 


1) Se donomiva recurrente la fórmula qne re- 
presenta cualquier elemento de la sucesión a través de uno o varios 
elementos anteriores, Por ejemplo, la fórmula para cl a-ósimo tér- 
mino de una progresión geomélrica up = upy es recurrente, 
mientras que la fórmula yn =u1q**, nu Lo es. Al aprovechar la fór- 
mula recurrente uo resulta posible colenlar v, de una voz, sino 
que hace falta calcular sucesivamente ug, ty, >... lps 

2) Este punto de vista será modificado en el 


punto siguiente. 
301341 


considerarse las expresiones 4), pero, al mismo tiem- 
po, en lugar de las mismas pueden tomarse otros valores 
que les son proporcionales 

>") Demostraremos las fórmulas (3.1) mediante la 
inducción, Supongamos que sean justas para cierto valor 
fijo de n qne designaremos por de: 


Br = Prey Prot | 
n= Mala F Grz 
y demostremos que cn esto caso serán justas también para 


nakti. 
Examinando las expressiones 
A aÀ 
T i 
= 
ast 
a o 
ECT 
Phal 1 
ahs 1 1 sd 
ata. j 
“+ T 
ONT pyr 
odemos observar: para pasar de PE a PL hace falta 
pode bse para pa ra e f 


sustituir ay por at Hagamos esta sustituctión 
m 


en las fórmulas (*). En este caso Pr-zs Qh-2» Phi Y Tha 
no variarán ya que no contienen ap- 


) F Proa 


D, = Pra (art 
Pirr = Pra (Ok E ap 


1 á 
mpy (Prat Priza) anri Prado 


i 
arti = Fri (a, +) Hli- = 


Hiriart ar-a) art Aril- 


a 


Al tomar en consideración que Para Y gu están de- 
tinidos con una exactitud de hasta el coeficiente de pro- 


3) p> signilica el comienzo de la domostración. 


n 1 Ñ 
porcionalidad, desechemos el factor ni Y sustiluimos las 
m 


expresiones entre paréntesis de acuerdo con las fórmu- 
las (*): 


Pros = Pulsa Pu 
Arrr = Iraya F Queso 


llemos obtenido las fórmulas (*) con la sustitución de 
k por h + 1. 

Además, ya lemos observado que las fórmulas (3.1) 
son válidas paca z = 2. Do tal modo, hemos demostrado 
que también son válidas para n 2,3, ...,s q) 

16. Determinación definitiva de una fracción con- 
gruente. Ahora vamos a introducir cierta modificación 
en el sentido del término «fracción congruente». Conside- 
raremos fracciones congruentes de los órdenes nulo y 
primero las fracciones py/qo y Pildi, respectivamente, para 
las cuales py - aus Qo =1, Py = yay q Ai gi = an Con- 
sidoraremos fracciones congruentes do los órdenes 

«3, |. +, $ aquollas fracciones enyos numeradoros y do- 
nominadores se determinan por las fórmulas (3.4) para 
Am E 

Es posible quo el lestor no se de cuenta en qué consis- 
te aquí la modificación. ¿Es que hasta ahora compren- 
díamos la fracción congruente de otra mancra? 

So trata de que un mismo número puedo reprosentarse 
mediante diferentes procedimientos. Por ejemplo, las 


notaciones 0,5; z E representan un mismo número. 


Hasta ahora bajo cl término «racción congruente del 
n-ésimo orden» comprendíamos un número bien definido 
independientemonte del procedimiento de su notación. 

Así, en el ejemplo del punto 8 a la pregunta «¿Cuál es 
la fracción congruente de segundo orden para el número 
pn se podían haber dado diferentes respuestas: 2 
2,25; 9/4; 18/8, ete. Todas estas expresiones constituyen 
un mismo número escrito mediante diferentes procedi- 
mientos. Pero, a partir del presente punto, por término 
«fracción congruente» comprenderemos no sólo un número 


0 


1) Æ significa ol final de la demostración. 
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bien definido, sino que también un procedimiento determi- 
nado de su notación. Do aquí y en adelante consideraremos 
que para el número 61/27 la fracción congruente palga 
constituye 94, y la respuesta 18/8 resulta incorrecta.!) 

Ahora están exactamente definidos el numerador y el de- 
nominador de cada fracción congruente y no solamente con 
una exaclitud de hasta el coeficiente de proporcionalidad 
(ón nuestro ejemplo, pa =D, qa = 4). 

Esta consideración es de suma importancia para el 
desarrollo ulterior de la teoria do fracciones continuas. 

Si tenemos presente que lodas las lelras en las fór- 
mulas (3.4) representan números naturales, entonces Ile- 
gamos a comprender con facilidad que los denominadores 
iasi como los numeradores) de las fracciones congruentes 
crecen estrictamente, es decir, gn © Gua Pu > Pra 
ro 22,3, ..-). La comparación de Po, qo CON Pis Qi NOS 
brinda 


Mp pl, UT A 


de donde se observa que p, > Py Y Go puede resultar igual 
a qi- Tonemos definitivamente 


MENTIRA EIA -i 


PEMEI ME MS + (2) 

Las secuencias (3.2) pueden ser finitas o infinitas en 
Iinción de que sea finita o infinita la fracción continua 
que las engendró. 

17, Técnica del cálculo de las fracciones congruentes. 
Indiguemos una disposición cómoda de las notaciones al 
calenlar fracciones congruentes. Escribiremos Jos valores 
a; en la primera fila, p¿, en la segunda y gi, en la tercera. 


Gy | i | 42] Ag Asai |As 
Po | Pif Pe | Da Ps | Ps 
KOEN Ge | Ts 


1) A propósito, 9/4 y 48/8 son fracciones diferen- 
fes aunque representan un mismo número racional, 


AT 


Primero Menamos toda la primera fila y las dos pii- 
meras colima Al seguir Henando la tabla hace falta 


usar el esquema que sigue: 


anog 


PM | Pu-i | 


Una 


> 


1) la columna | Pa ES multiplica por 1,32) a la columna 
1 


n- 
obtenida se le añade la anterior. 

Recomendamos hacer uso del mismo esquema si se 
necesita calenlar el valor de una Fracción contínua Lino la 


la última columna A 


ofrece la respuesta. listo método 


es mucho más sencillo que la contracción progresi va 
llágan Ustedes mismos ejercicios de Tenar las tablas 
para la fracción continua 10; 3, 14, 1, 2, PI 


OONDE 


MOORDE 


4 a 


43 | 46 | 135 


18. Cocientes completos, Con frecuencia nds vemos obligados 
a interrumpir el proceso de desarrollo de un wúmero en Fracción 
continua sin llevarlo hasta el final. 
Por ejemplo, 
“i 


7 


v bien 
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Los números 27/7 6 7/6 que figuran aquí se denominan cocientes 
completos (ahora daremos la definición directa de este concepto). 
Se hu aceplado Ja siguiente votación: 


+" +]-b 3 |15]-u 3,4, 6), 


es decir, el cociente completo se separa de los elementos anteriores 
de la fracción continua mediante una línea vortical. 

Fl cocionte completo œp puede determinarse del modo si- 
guiente: 


[q É——_ i (3.3) 


. | 3 
ma > 
Ln 
donde 
4 


Qn = ty A4 ——_— 
A ana T 


Hablando metafóricamente, el cociente completo es una fi 
ción continua que comienza no ilesde ag, sino que desde cualquier 
elemento an, o sea, una fracción continua de la cual se han cortado 
todos los elementos iniciales hasla an-ı, inclusivo. La igualdad 
(3.3) se escribe simbólicamente así: 


a= |a ar, dp -os anilan]. (3.5) 


Los cocientes completos poscen la siguiento propiedad: si 
cualesquiera dos cocientes completos coinciden, es decir, On = Onh 
(k > 0), entonces, en primer lugar, esta coincidencia se repite cada 
paso igual 


An nah = nyh =. Snamh = 0 


y, en segundo lugar, la fracción continua es infinita y periódica. 

La demostración es evidente y no vale la pona aducirla en 
detalles. Nos limitaremos a indicar el primer paso. Cuando noso- 
tros, haciondo uso del algoritmo del desarrollo de un número œ 
en fracción continua, Megamos a cierto cociente completo 2. 
entonces nuestros pasos sucesivos ya no dependen de los anteriores, 
es dectr, no dependen de los elementos ag, Uy, as, 0.» Cai Por 
consiguiente, después do n+p- en la fracción continua «e repeti- 
rán los mismos elementos que después de an- 

Si æn es un número natural entonces %p 2 y la línea ver- 
tical en la igualdad (3.5) puede sustituirse por una coma. Es nia- 
tural considerar que xy = a. 

La fracción continua (8-4) puede ser finita o infinita. Li sen- 
tido de las fracciones continuas infinitas lo conoceremos en el ca- 
pítulo IV y mientras tanta vamos a comprender esta notación 
formalmento, 
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A continuación vamos u deducir una fórmula que liga los co- 
cientes completos con las fracciones congruentes. Al oxaminar la 
fórmula (8.3) observamos: si en el segundo miembro eliminamos 
Alan entonces en lugar de œ se obtiene la fracción congruente 
Pn-ilan-ı, Ja cual de acuerdo a las fórmulas (3.1) se expresa usí 


Pat Parsin<a t Pos 
u-t SN 


si ahora en la fórmula obtenida sustituimos ap- POL an- Je 
+ 1/2, enlonces el primer miembro se convertirá en q: 


Pica (ana) Hens 


4 
Onea (ina dz) da 


Wnr- Bno) An b Pn- 
Wan h gn) Un n-a 
Tenemos definitivanen le 


nE P, 
an-1%n + 


$ 0, PROPIEDADES DE LAS VRACCTONKES CONGRUENTES 


19. La diferencia de dos fracciones confruentes ve- 
cinas. El paso de la n-ósima fracción congruente a la 
siguiente ropresenta el incremento de la n-ésima fracción 
y se designa con Aj: 


A Pasi Pn — Passa — Pins Pn 
An 


= T AN 
ans qr Grtn anns 
donde D, cs el numerador; 
Da= Pntga— Pndara que 


Reduzcamos los índices de pra Y qna Según las 
fórmulas (3.1) 
Dy Puta H Pn) On — Pa (nda A Ga) = 
== =- (Puana — Pns Y- 


La expresión entre paréntesis es del mismo tipo que 
la (***) pero lodos los Índices son menores en ana unidad 
Por lo tanto la misma representa Dn: 


Dimi 
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Esta relación recurrente pormite disminuir el índice 
hasta el cero: 

Dr=—D, i= Drg = — Dna = +». .=(—1) Do, 

Para oblener un éxito completo nos queda calcular 
directamente Dy: 


Do= Pro — n= (uia + 1): 1— aya t. 
Por lo tanto, 
Da = Pudo — Pia = (— 1)“ (+) 
y según la fórmula (**) 
Basi bn A A 
TN dai a G 


20, Comparación de dos fracciones congrucutes veci- 
nas. Vamos a destacar algunas propiedades imporlantes 
más de las fracciones congruentes. 

Propicdad 1. Cada fracción congruente con número 
impar es mayor que las fracciones vecinas (anterior y poste- 
rior). Cada fracción congruente con número par es menor que 
las fracciones vecinas. 

Al aplicar esta formulación a las fracciones congruen- 
tes nula y última (si ésta existe), debe tomarse en consi= 
deración que cada una de cllas tiene solamente una 
fracción vecina. 

La validez de esta propiedad es evidente de la fór- 
mula (3.6). 

La propiedad 4 significa que las fracciones congruon- 
les sucesivas son altornativamente ora mayor ora menor. 

Propiedad 2. Las diferencias entre dos fracciones con- 
gruentes vecinas decrecen en valor absoluto (se tiene on 
chenta: a medida que crece el número). 

Pp Comparemos 


1 
A —; 
lA! annsi 
4 
Srs DÁ 
Va e atara 


Tenemos: qu -y >> qye Por consiguiente, en la segunda 
tracción el denominador es mayor, mientras que olla 
misma 0s menor 


Apal <] Anl- 2 


Propiedad 3. El valor exacto de una Iracción continua 
finitu œ está contenido entre cualesquiera dos fracciones con- 
gruentes vecinas. Todas las fracciones congruentes con nu- 
meros pares se disponen a la izquierda de a, o sen, nos dan 


vig H 


una aproximación con jalla. Todas las fracciones congruen- 
tes con números impares se encuentran a la derecha de 0%, 
es decir, nos dan una aproximación con exceso, 

Es evidente que hace falta excluir la última fracción 
congruento que es oxaclamente ignal a z. 

En la fig. X se expone la disposición de fracciones con- 
gruentes en el eje numérico. Las iuscriperones signilican 
el número de ceada Irocción y no su valor, El punto más 
izquierdo corrosponde a la fracción congruente N°O ics 
decir, la parte entera de una ir cción continna). Para 
poder pasar de la misma a la fracción N°1 haco falta 
Á mar- 
arco por arriba. Para pasar de la facción 
N 1a la N? 2, os necesario dar un paso alrás, a la iz- 
«mierda, poro este paso (es decir, Ay) será menor que ol ante- 
rior, ete., etc. Seguimos dando pasos alternativamente a 
la derecha y a la izquierda del tal modo que cada puso 
sucesivo sea menor que el anterior, La fig. 8 nos convence 
do la justeza de la propiedad 3. 

La fig. 9 también ilustra la disposición de las fraccio- 
nes congruentes, Bn el ejo de abscisas marcamos los nú- 
moros do fracciones congruentes y en el eje de ordenadas, 
sus valores. Al nivel de œ está trazada una recta punteada 
paralela al eje de abscisas, 

Propiedad 4, ÆI error absoluto que surge al sustituir el 
mimero a por la fracción congruente Pu'qu es menor que 
Algas es decir, 


hacer un paso a la derecha, Este paso (0 sei, An es 
cado con un 


(3.7) 
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> Unu realidad, de la propiedad 3 y la fórmula (3.6) 
se deduce que 
Pn 4 
4 Indn+r 
Esta estimación es incómoda por el hecho de que en el 
proceso de aproximación a = py/q, nos puede ser desco- 
nocida la siguiente fracción congruente. Por osta razón 


g= 


wig, D 


sustiluimos en la última desigualdad gn4, por un número 
menor qu, lo que conduce a la acontuación de la des- 
igualdad, Así pues, la desigualdad (3.7) queda demostra- 
da, W 

La propiedad 4 demuestra que las fracciones congruen- 
tes convienen mucho para Ja aproximación de números 
reales. Si la fracción py/q, no fuera congruente podría- 
mos esperar de la misma una exactilud solamente de 
hasta 4/24». 

24. Irreduetibilidad de las fracciones congruentes. 
Consideremos una propiedad más de las fracciones con- 
gruentes. 

Propiedad 5. Todas las 
ducibles 


lraceiones congruentes son UTE- 
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Recordemos que los nuúneradoros y los devominadores 
de las fracciones congruentes se determinan por las [ór- 
mulas (3.4). Supongamos que la Iracción pulu sea rodu- 
ciblo, es decir, su numerador y su denominador tienen un 
tor común A diferente de la unidad: 


n= 
an = ins 


donde pí y qu son números naturales. Entonces la lór- 
mula (4) nos brinda 


2d — Phlu) = (— 1)". 


llemos obtenido una igualdad absurda: el primer 
miembro so devido entre 4, mientras que el segundo, no 
Por lo tanto, la fracción p,/q, es irreducible 

Un conjunto de fracciones iguales entro sí contiene 
solamente una fracción irreducible, Por esta causa la 
fracción congruente puedo definirse así; se denomina con- 
gruente una fracción irreducible que expresa el valor de una 
fracción continua truncada. 


CAPITOLO 1V 
FRACCIONES CONTINUAS INFINITAS 


$ 7. NUMEROS REALES 


22. Abismo entre lo finito y lo infinito. Sabemos 
encontrar el valor de la fracción continna finita y espera- 
mos que nuestro lector ya desee saber tratar Jas fraccio- 
nes infinitas. Precisamente los descos do tal índole con- 
tribuyon al progreso de la ciencia. 

Todo número racional puede representarse en forma 
de una fracción continua finita. Y, al rovés: toda fracción 
continua finita representa un número racional. Entonces 
¿puede ser que logremos representar números irracionalos 
mediante fracciones continuas infinitas! 

Muchas nociones matemáticas, que conocemos en una 
variante linita, al mismo liempo tienen análogos infi- 
nilos alentadores, Citemos unos cuantos ejemplos. 

El sentido de una fracción decimal finita ostá completa- 
mente claro. Por ejemplo, 0,33 significa 33/100. ¿Y qué 
significa 0,333...1)?2 

El valor de la suma de un número finito de términos 
también tiene un sentido comprensible. Por ejemplo, 


ld, ¿Y cómo se entionde la suma 1 + 


9 
«e 


7 
Existen polinomios finitos, por ejemplo, 4 -- 2x -| 
+ 8g”, ¿Sería posible considerar «polinomios con un nú- 
mero infinito de términos» como 4 aq ato... 
z en ? 
Sin embargo, a pesar de su parecido exterior entre lo 
finito y Jo infinito yace un abismo. Hasta el siglo XIX 


1) Los puntos suspensivos constituyen un sím- 
bolo matemático de doble sentido. Los puntos suspensivos dentro 
de una fórmula significan que están omitidos ciertos elementos 
(por ejemplo, 1 4 7-H s? -+ ... +z") y los puntos suspensivos 
al final de una fórmula (por ejemplo, 14H z + «° + . . .) significan 
«etoótera hasta el infinito». También hay puntos suspensivos que 
suslituyeo algunas filas, 
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log matemáticos no se daban cuenta del mismo. Sin com- 
prender el peligro, seguían tratando los objetos inÍini- 
tos del mismo modo que los finitos y, a veces, MHegaban 
¡obtener resultados absurdos. ln el siglo XIX, poco a 
poco, aprendieron a tratar lo infinito y tendieron unos 
puentes sólidos por encima del abismo. Nosotros pasaro- 
mos por uno de ello, 

En lo que se voliere a los ejemplos adnerdos, seña lemos 
que una fracción decimal finita, por su sentido, no di- 
liore de una fracción simple, ya que constituye solamente 
una forma singular de anotación. La fracción 0,33 Liene 
ol numerador 33 y el denominador, 100. ¿Y enál es el 
denominador de la fracción infinita 0,333... Como re- 
sulta imposible contestar a esta pregunta, entonces está 
claro que nna fracción decimal infinita no tiene el mismo 
sentido que la finita, N.N. Luzin decía, que aunque di- 
hujemos cl símbolo 0,333 ... no surge su sentido, listo 
símbolo no es más que un arabesco o un ornamento, No 
obstanto, es posible atribuirle también cierto sentido. 


De modo análogo, la suma 1 


Aa s 
f q Úene sentido, 
porque se puede hallar su valor mediante la adición 


enuseentiva: 1 4} 4 + o Pero, resulta impo- 


1 
4 Y 


l y ko... mediante el mismo procedimiento, ya que el 


proceso de adición conscentiva mimea podrá Lerminarse. 
No se dehe considerar que se tratan de una difícultad ne- 
tamente técnica: os un obstáculo de principio. Soría 
imprudento tranquilizarse por el hecho de que al sumar 


. . 1 
sucesivamente Jos números 1 += 3 


+ - hallamos 


as 
valores aproximados de una suma infinita. No se puede 


buscar valores aproximados de algo que no sto. Un 
primer lugar, hace Talta determinar el sentido de una 
suma infinita y sólo después de hacerlo se podrá hablar 
acerca de sus valores aproximados. 

A continuación entraremos en materia, Les recorda- 
mos que vamos a atravesar el abismo entre lo finito y lo 
infinito aprovechando uno (de los muchos existentes) de 


los puentes. lèste puente se denomina principio de seg- 
mentos encajados o axioma de Cantor." 

23. Principio de segmentos encajados, Decimos con 
Procuencia que una línea recta es continua, ln las mate- 
máticas siempre nos vemos obligados a buscar unas for- 
mulaciones lógicas a fin de sustituir representaciones in- 
tnitivas. El principio de segmentos encajados constibuyo 
un axioma que expresa precisamente esta propiedad de 
una recta, quo se denomina continuidad. 

Recordemos que se denomina segmento ul conjunto de 
puntos de una recta, constituido por «dos puntos dife- 
rentes a y b (denominados extremos del segmento) y todos 
los puntos comprondidos entro éstos. Ll sogmento se de- 
signa mediante el simbolo [«, b). El conjunto que com- 
prende lodos los puntos entre a y b, pero que no comprende 
los propios puntos a y b, se denomina intervalo y se de- 
signa mediante el símbolo (a, b). El intervalo (a, b) con- 
tione dos puntos menos que el segmento la, bl, no obs- 
tante, csta diferencia a veces resulta sor muy impor- 
tante. Si ahora a un conjunto de puntos comprendidos 
entre a y b unimos uno do los extremos ontonces obtendre- 
mos un semiinternalo. En el eje numérico podemos desig- 
nar con la misma lotra el punto y el número que le ca- 
rresponde. Entonces, tenemos 


segmento la, b]:laLa<); 
intervalo (a, b) ia < e< b; 
semiintervalo [a, b):4a<x<b; 
semiintervalo (a,b) :a<x<b. 
Examinemos en una recta una secuencia infinita de 
segmentos 
Lay, Dily [tas Dal, «<-> Up, Op ls >> 
que posee dos propiodades: 1) cada segmento (a partir del 


segundo) está encajado en el anterior; 2) las longitudes de 
los segmentos tiendon a cero (para n — œ). 


1) George Cantor (1845—1918), gran malemá- 
tico alemán, fundador do la teoría de conjuntos. La teoría de con- 
Juntos llegó a ser el fundamento de todas las matemáticas. 
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La primera propiedad significa; todos los puntos del 
segmento que liene a-ésimo námero pertenecen al seg- 
mento que liene el (1 — 1)-ésimo número (fig. 40). 

La segunda propiedad debe entenderse así: si fijamos 
con anticipación cualquier longiuul e, entonces lo co- 


üz GA 


Fig. 10 


rresponde tal número n que el segmento la,,b, | tiene una 
longitud menor que e (y los segmentos con números mayo- 
res tienen una longilud aún monor). 

Dado este caso, existe nn punto y solamente uno que 
porteneco a todos los segmentos. 

Repitamos brevemente esta formulación. 

Axioma de Cantor. Si en una recta se da una secuencia 
infinita de segmentos que posee dos propiedades: 1) cada 
segmento subsiguiente está encajado en el anterior; 2) las 
longitudes de los segmentos tienden a cero, entonces existe 
un punto y solamente uno que pertenece a ludos los seg- 
mentos. 

Ahora esclareceremos este axioma más delalladamen- 
te. En la fig. 10 están representados imos cantos pri- 
meros segmentos de nuestra soenoncia. A cada paso del 
proceso [se denomina n-ósimo paso la transición del n- 
ésimo segmento al sogmonto (a |- 1)-óstmol se escluyen 
algunos puntos. Por ejemplo, «li punto «1 en la fig. 10 
pertenece al primer segmento, poro no pertenece al sc- 
gundo. Por lo tanto, el punto A será excluido durante 
el primer paso del proceso. El punto /3 queda intacto du- 
rante el primer paso, pero será excluido dirante el se- 
gundo. El punto C queda intacto durante los primeros 
dos pasos, no obstante, se excluirá durante el tercer paso, 
ete. Cada punto del segmento lay, b,] tiene su propio des- 
tino. Habrán puntos pertenecientes al 1000-ésinio seg- 
mento, pero que no forman parte dol 400f-ésimo seg- 
mento, Éstos puntos en el transcurso del proceso queda- 
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rán intactos 1000 voces, sin embargo, serán excluidos 
durante el 1001-ósimo paso. 

El principio de segmentos encajados afirma que exis- 
le un punto X que nunca será excluido, o sea, quedará 
intacto durante cualquier paso, es decir pertenece a 
cualquier segmento, inmlependientemente de su número. 
Gon otras palabras, pertenece a todos los segmentos. 

La existencia de tal punto se establece por el axioma 
dado. Ahora la unicidad del mismo punto incluida on la 
formulación, para comodidad, puede demostrarse con 
facilidad. En roalidad, supongamos que existieran dos 
puntos semejantes, X e Y. Dosignomos con la letra d 
la distancia entre dichos puntos, Sogún la condición, 
las Jongitudos de los segmentos de la secuencia dada tion- 
den a cero. lHallemos tal número n para el cual la longi- 
tud del segmento [e,, bal sea menor que d 


lani bnl <d. 


Entonces ol segmento lan, bal no podrá cnbrir el segmen- 
to XY = d, vs decir, los puntos X e Y no pueden perte- 
necer al segmento fan, b,) (tampoco, al segmento que 
le sigue). Por lo tanto, se ha demostrado que no puede 
haber dos puntos que perlenezean æ lodos los segmentos. 

Ejemplo 1. En ol eje unmérico analicemos los seg- 
mentos 


0d Jl Ho 
Pd lios 


Está claro que el punto $/2 (y únicamente este pun- 
bo) pertenece a todos eslos segmentos. 
Ejemplo 2. Está dada una secuencia de segmentos 


10, 11, [0, +]. [o 5] +... [0, 4]... 


El punto 0 (y únicamente este punto) pertenece a todos 
estos segmentos. 

En eada uno de estos ejemplos nos encontramos con 
cierta secuencia concreta de segmentos encajados. En 
cada uno de ellos resulta fácil indicar el punto único que 
pertenece a todos los segmentos. Pues, el principio de 
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segmentos encajados confirma que tal punto existe 
siempre (sea cual fuera la ley de formación de la secuen- 
cia con tal que sean satisfechas las dos condiciones men- 
cionadas). 

Observación. Si en el ejemplo 2 hubiéramos examinado 
la secuencia de intervalos 

0,1) (0 4) (05) (0 i) 
entonces, a pesar de que son encajados y sus longitudes 
tienden a cero, no existe un punto que pertonece a todos 
estos intervalos. Pues el punto 0 no portenece a ninguno 
de estos intervalos y cualquier otro punto del intervalo 
(0, 1) será excluido durante algún paso. 

Entonces, es de gran importancia el hecho de que en el 
axioma de Cantor se trata de segmentos. Para los inter- 
valos semejante afirmación es errónoa, 

El principio de segmentos encajados expresa la con- 
tinuidad de la recta: en aquel lugar al que se arrastran 
los segmentos siempre resulta encontrarse un punto y no 
vacío. Intentemos violar la continuidad de la recta ha- 


ciendo un agujero en el punto + Con otras palabras, oli- 


minemos de la recta el punto 4: El conjunto de puntos 
M que ha quedado ya no puede donominarse recta. Cons- 
tituye un conjunto de llamados rayos abiertos (es decir 
rayos sin vértico): (—0,3) y (5 co). Examinemos la se- 
cuencia do segmentos como en el ejemplo 1. Ahora no son 
segmentos de una recta, ya que les falta un punto, sino 
que segmentos en ol conjunto M. Cada segmento tiene dos 
oxtremos y todos los puntos del conjunto A7 comprendidos 
entre éstos. Aunque estos segmenlos son encajados y sus 
longitudes tienden a cero, no existe un punto del conjun- 
to M que pertenezca a todos estos segmentos. Æl prin- 
cipio de segmentos encajados para el conjunto M no es 
válido. 

24. Conjunto de números racionales. Sigamos cómo ol 
eje numérico va llenándose poco a poco con números. 
Primero, marcamos los números enteros. El conjunto de 
todos los números enteros suele designarse con Z. No se 
requieren razonamientos finos para convencerse de que 
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los puntos del conjunto Z no llenan la recta enteramento: 
entre los puntos enteros vecinos hay un macizo continuo 
de puntos (intervalo) por ahora anónimos. 

Ahora empecemos a marcar los números racionales. 
Basta con marcar todos los números racionales comprendi- 
dos entro 0 y 4. Luego, al desplazar el segmento [0, 1) 
en un número entero de unidades a la izquierda y a la 
derecha, obtendremos todos los puntos racionales en la 
recta. 

Abarcaremos los números racionales en el segmento 
[0, 11 según el orden que sigue: 

Paso 1. Marcamos las Iracciones cuyo denominador cs 
igual a 2. Existe solamente una fracción que satisface a 


esta condición: + 


Paso 2, Marcamos las fracciones con ol denominador 
igual a 3, disponiéndolas en el orden de crecimiento de 
los numeradores: Pi 

Paso 3. Marcamos las fraccionos con el denominador 
igual a 4, disponiéndolas en el orden de crecimiento de 


a RDA E. ippen 
los numeradoros: 7 (4) + La Tracción q está escrita 


entre paréntesis porque este número ya aparecía antes. 


Paso (n — 1). Marcamos las fracciones cuyo donomi- 
nador es igual a n, disponiéndolas en orden creciente de 


1 
los numeradores: dr O) . Si entre éstas se en- 


cuontran telucibles, podemos tacharlas. 


Este proceso es infinito. No podemos terminarlo pero 
podemos afirmar que prevé la inclusión do todos los nú- 
meros racionales comprendidos entre O y 4. Elocliva- 
mente ¿es que existe acaso una fracción a Ja cual nunca 
le llegará su turno? Tomamos cualquier fracción compren- 


dida entre 0 y 1, por ejemplo E istá claro que marcando 


las fracciones con el e iguala 2,34... 
alguna vez (para precisar: durante cl paso 88) llegaremos 
al denomiandor 89. Luego, al disponer las fracciones ou 
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A > ES ete., obli- 


37 
A De tal modo, 


orden creciente de sus numeradores 


gatoriamente llegaremos a la Iracción 


cualquiera que sen Ja fracción escogida entre O y 4, en el 
transcurso del proceso, llegaremos obligatoriamente a la 
misma, y la marcaremos en el segmento 10, 1]. Si so su- 
pone que el proceso ha finalizado entonces en el seg- 
mento 10, 1] serán marcados Lodos los puntos racionales 
(puntos que represcutan números racionales). Despla- 
«ando estos puntos a 1, 2, A, «+ . unidades a la derecha y 


Eu 
ut 


0 f 


Fig 


a Ja izquierda, marcaremos en el ejo numérico todos los 
puntos racionales de la recta, o sea, lodos los números 
racionales. Jl conjunto do todos los números racionales 
(o ol conjunto de todos los puntos racionales del eje nu- 
mérico) siempre lo designaremos mediante Q 

25. Existencia de puntos no racionales en una recta. 
¿Llenarán los puntos del conjunto Q toda la recta? Re- 
sulta que no; eu la recta hay puntos que no pertenecen a 
Q (no racionales). No obstante, este hecho no es tan evi- 
dente como para el caso del conjunto Z, por lo cual par: 
contestar a esta pregunta se requieren razonamientos fi 
A Pitágoras se Je atribuye el siguiente descubrimiento 
genial: no existe un número” cuyo cuadrado sea igual n 2 
(o, lo que es lo mismo, la diagonal de nm enadrado es in- 
conmensurable eon su Jado). Si on ol oje unmérico 
(fig. 11) tenemos marcados todos los puntos racionales, 
entonces ol arco de Ja circunferencia, cuyo radio os la 
diagonal del cuadrado OA, atravesará libremente el con 
junto Q on la recta numérica sin intersecarso con el mis- 
mo 


1) Un número racional, No lo estipulamos ya 
que suponemos que hasta ahora no conocemos olros uúmeros. 


4 
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No obstante, el conjunto Q se dispone en el eje numé- 
rico en todas las partes muy apretadamente. Esto significa: 
todo segmento do la recta, por muy pequeño que sea, 
contiene puntos racionales. De tal manera, aunque los 
puntos racionales no llenan la recta enteramente, en la 
misma no hay segmentos totalmente libres de estos pun- 
tos. Resulta muy fácil demostrarlo al acordarse del pro- 
OR o inclusión do los puntos racionales en el sogmento 

4. 
A P a considerar las secuencias do sogmentos enca- 
jados 


lass bils laz, Dal, -+ +s läns bals ++- 


en el conjunto Q (es decir, los extremos de estos segmen- 
tos son puntos racionales). El principio de segmentos en- 
cajados en el conjunto Q no es válido. Incluso si se obser- 
van las condiciones del axioma de Cantor a pesar de todo 
podrá no existir ol punto (del conjunto Q) que pertenezca 
a todos estos segmentos. A continuación veremos que esto 
hecho puede utilizarse para la creación de nuevos núme- 
ros, o sea, irracionales. 

26. Fracciones decimales infinit: Atribuyamos al 
símbolo de una fracción decimal infinita el siguiente 
sentido: una fracción decimal infinita es una secuencia 
de segmentos encajados en el conjunto Q. Al interrumpir 
esta fracción, por turno, después de cada signo decimal" 
obtendremos los extremos izquierdos de estos segmentos. 
Al añadir cada vez la unidad del último orden, obtendre- 
mos los extremos derechos. Por ejomplo, la fracción 
0,313131... significa la siguiente secuencia de segmentos 
encajados del conjunto Q: 


[0,3; 0,4], [0,31; 0,32], [0,313; 0,314], ... 


En todos los casos (os decir, para cualquier fracción 
decimal) las longitudes de estos segmentos disminuyen en 
10 veces como resultado de cada paso y, por lo tanto, 
tienden a cero. 

Consideremos ahora dos ejemplos aparentemente pare- 
cidos, pero, al mismo tiempo, muy diferentes. 


1) So llaman signos decimales las cifras que 
Biguen a la coma. 
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Ejemplo 1. Una fracción periódica infinita 0,803... 
significa la siguiente secuencia de segmentos encajados: 
(0,3; 0,4], (0,33; 0,34], (0,833; 0,334], ... 


¿Existirá un punto que pertenezca a todos estos segmen- 
tos? En el presente caso y a continuación se trata de si 
existiera tal punto en el conjunto Q. La existencia de tal 
punto en la recta no da lugar a dudas. 

En el ejemplo dado este punto oxiste: es cl punto 


L=+ 
Tienen lugar las desigualdades: 
03<3<0%4 | 
4 34: 
0,33 <7 < 0,34; l (%) 
0333 <4 <0,334; | 


n pl . 
Por esta causa el número -y Se considera como el valor 


de la fracción decimal infinita 0,333... A continuación 
ofreceremos la definición dirccta de osta noción, mientras 
tanto examinaremos el segundo ejemplo. 

Ejemplo 2. Formemos dos secuencias: a) la máxima 
fracción decimal con signos decimales 0, 1,2, ..., n, .. 
cuyo cuadrado es menor que 2; b) la mínima fracción 
decimal con signos decimales Ô, 1, 2, ..., n... Cuyo 
cuadrado es mayor que 2. 

Mallamos sucesivamente 


12<2, poro 2>2; 
1,44 <2, pero 1,5%> 2; 
1,4122, poro 1,422 > 2; 


Podemos continuar este proceso infinitamente. ¿Bxis- 
tirá en el conjunto Q un punto que pertenezca a todos 
slos segmentos 


113 21, 11,4; 4,51, 11,41; 1,42), -..? 
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En otras palabras, existirá un número racional + que 
satisfaga lodas las desigualdados 
1<X1<2,; 
1,4<1<1,5; da 
1,41<23< 1,42; 

[Soñalemos quo ponemos el signo < (y no <) ya que 
estamos buscando un punto que pertenezca al segmento, 
es decir, que posiblemente coincida con uno do sus extre- 
mos. Jn el ejemplo 1, por casualidad, cl número siempre 
resulta dentro de los segmentos. Si hubiéramos tomado 


la fracción 0,2000... que corresponde al número 4 enton- 


ces nos veríamos obligados a usar el signo <.] 

Es bien conocido que tal número no existe, lo que 
significa que para cualquier número racional los desi- 
gualdades (**), a partir de cierta fila, no son válidas. 
Al mismo tiempo esto significa que la respectiva frac- 
ción decimal infinita 1,4142136... que se determina por 
el proceso anteriormente descrito, no tione sentido. 

Ha Megado el momento de atribuirle el sentido que 
no tenía antes. 

27. Introducción de números irracionales. Observamos 


que el número a puede entenderse de diferente mancra: 


dica Y y A P 
a) como una fracción qe decir, la razón de los números 


naturales 4 y 3; b) como una fracción decimal infinita 
0,333..., o sea, como el punto común de segmentos enca- 
jados 

10,3; 0,4), 10,33; 0,34], 10,333; 0,334], ... 


Para el número x que buscamos en virtud de las des- 
igualdades (**) el primer procedimiento no sirve. Sin 
embargo, a este numero le corresponde una fracción deci- 
mal infinita, o sea, un sistema do segmentos encajados 

14; 2), 14,4; 4,5), (1,44; 1,42], ... 

Se puede convenir en quo esta fraccion decimal infi- 
vita o (lo que es lo mismo) este sistema de segmentos 
ancajados determina un número. Un número de tipo 
nuevo: no puede representarse por la razón de números 
naturales. Tal número se denomina irracional, 
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Volvemos a esclarecer la idea ilo introducción de nú- 
meros irracionales. 

La secuencia infinita de segmentos encajados (*) 
determina un número, Este número resultó racional: 
4/3. Podemos operar con el mismo aun sin analizar la 
secuencia (*). 

La secuencia infinita de segmentos encajados (**) 
también determina un número, pero lo desconocíamos 
antes (se supone que conocíamos solamente los números 
racionales) y apareció únicamente en forma de la secuen- 
cia (4%), 

28, Números reales. Los números racionales o irra- 
cionales tienen una denominación común: números reales 
Con otras palabras, el conjunto de números reales R 
representa la unión de conjuntos de números racionales o 
irracionales. 

Al generalizar la noción de número, los números viejos 
no deben contraponerse a los nuovos, sino que hace falta 
considerarlos como un caso particular de una noción 
amplia. Con otras palabras, debe existir un principio 
único de formación y un procedimiento único de desig- 
nación de todos los números reales, 

FI procedimiento único de designación (el mismo 
constituye el procedimiento de formación) corresponde a 
las fracciones decimales infinitas. 

Verdad que, algunos números racionales puoden re- 
presentarse en forma de una fracción decimal finita. No 
obstante, a fin de tener un procedimiento úmico de de- 
signación apto para todos los númoros reales, conveni- 
mos en transformar cada fracción decimal finita on inbi- 
nita. Señalemos que os posible hacerlo medianto dos pro- 
cedimientos. Por ejemplo, 


0,5=0,5000 ...; 
0,5=0,4090 ... 


Para que cada número real sca representado por una 
fracción decimal infinita mediante un solo procedimiento, 
Jlegamos al siguiente acuerdo 

Acuerdo. Se prohíbe usar las fracciones decunales infi- 
nitas con la cifra 9 en calidad de período, 

Ahora el número 0,5 puede escribirse en forma de la 
fracción decimal infinita solamente así: 0,5000... 
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Después de oste convenio, cada número real es ropre- 
sentado únicamente por una fracción decimal infinita, 
es decir, dos fracciones decimales infinitas diferentes no 
pueden representar un mismo número real. 

Subrayemos que según nuestra definición ol número 
real os precisamente una fracción decimal infinita. Algu- 
nos números reales pueden representarse también por otros 
procodimientos. Por ojomplo, los números racionales pue- 
den representarse en forma de fracciones simples, Las 
raíces de números naturales se designan Y 2, y ssaa 
saa V2 ... Por fin, algunos números tienen designa- 
ciones individuales («personales»): 7, e, etc. En resumi- 
das cuentas, la fracción decimal infinita es un procedi- 
miento universal de representación y designación de 
cualquier número real. 

Este procedimiento de introducción de números reales 
no origina ol conjunto R de nada. Tiene provisto que ya 
existe cierto subconjunto R; o sea, precisamente ol con- 
junto de todas las fracciones decimales finitas. El proce- 
dimiento que acabamos do exponer permite completar 
dicho conjunto hasta R al usar los segmentos encajados 
cuyos extremos son representados por fracciones decima- 
les finitas, También se puede determinar los números 
reales de otra manera, utilizando como conjunto inicial 
no ol conjunto de fracciones decimales finitas, sino cual- 
quier otro conjunto denso en todas las partes de la recta. 

Que no piense el lector que ya hemos construido la 
teoría de los números reales. La definición de número 
real anteriormente mencionada constituye sólo el primer 
paso. Para construir la teoría tendríamos que dar aun 
muchos pasos, en particular, ordenar los números reales 
(es decir, señalar el procedimiento de su comparación 
según el valor) y determinar las operaciones con los mis- 
mos (adición, multiplicación, etc.), No obstante, no se- 
guiremos este camino. El objetivo del presente párrafo 
consiste on esclarecer el principio de segmentos encajados 
que so utilizará para interpretar las fracciones continuas 
infinitas, 

29. Representación de números reales en el eje nu- 
mérico. Sea dado un número roal positivo 


EA TA A: A quer) 
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Es una anotación decimal. Aquí a, es cualquier nú- 
mero entero no nogativo y los restantes œ; son las cifras 
desde O hasta 9. La fracción decimal finita 


En = gr Oe + + Any 


que se obtendrá si en la notación (***) desechamos todas 
las cifras partiendo de œn +1 se denomina valor aproximado 
del número x con n signos decimales con defecto. Si ahora 
adicionamos la unidad del último orden 


Ln = Qo OO 0. An +10, 


entonces obtendremos el valor aproximado del número x 
con n signos decimales con exceso. Señalemos que la adi- 
ción de la unidad del último orden puedo (para œn = 9) 
variar la estructura digital precedente a «%,. Por ojem- 
plo, para el número 


0,991411. 


Anotemos sin entrar en argumentación lógica las sı- 
guientes desigualdades naturales: 


PLE En 


Una pregunta al lector. ¿Por qué on el primer caso 
ponemos el signo < mientras que en el segundo, el sig- 
no <? ¿Podrá ser al revés (dado el caso de ciertos cam- 
bios en las dofiniciones anteriores)? 

Ahora podemos establecer un hecho de gran impor- 
tancia: si marcamos todos los números reales en el eje nu- 
mérico, entonces estará repleta por todas las partes. A con- 
tinuación lo formularemos con mayor precisión y lo de- 
mostraremos. 

Teorema 1. A cada número real le corresponde un punto 
único del eje numérico. 

>» Sea dado un número real positivo 2 = Ap, 
OZ% » «. Este número debe pertenecer a la secuencia 
infinita de segmentos encajados 


=0,99, 2,=1,00. 


[Zo, Zo), l&i Tih lZ- Tal, >>> 
Las longitudes de dichos segmentos forman una pro- 
ee El f 1 
grosión geomélrica con el denominador yg- De acuerdo 
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con el axioma de Cantor en la recta hay un punto único 
que pertenece a lodos los segmentos mencionados. Preci- 
samenlo este punto corresponde al número x, E 

Teorema 2. 4 cada punto del eje numérico le correspon- 
de un número real único. 

B Sea dado on el eje numérico un punto œ (no más a 
la izquierda que el cero). Si e es un número entero, enton- 
ces todo lerminará con ollo. Si no lo es, entonces z se 
encuentra entre los números enteros vecinos y y Ay + 1. 
Comencemos la notación decimal del número q: 


ESTA 


Dividiunos el segmento læg; 2-1) en 10 partes 
iguales. Si no coincide con ninguno de los puntos de 
división, entonces resultará comprendido entro y, %, y 
nuomos la notación decimal dol nú- 


Xw % + 0,4. Con 
moro xi 


do y Ys 


Si en cierlo paso de oste proceso el punto z coincido 
con algún punto de división, entonces 


E == Agy OQ a UN 000 aen 


Si no se observo nunca la coincidencia mencionado, on- 
tonce 


Er ul va O sot 


con la particularidad de que x se encuentra estrictamente 
dentro de todos los segmentos 2,, 2, (para n = 

A. 

Corolario. Xn el conjunto R tiene lugur el principio de 
segmentos encajados, 

30. Condición de la rasionalidad de una fracción 
décimal infinita. Como conocemos del curso escolar de 
las matemáticas lodo número racional go representa mo- 
diante una fracción decimal periódica (simple o mixta), 
Por ejemplo 


r AB - PA 
3 E PAS w” 0,1444... 5 0,2000... 
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Al contrario, toda fracción decimal periódica expresa un 
número racional, 

De ostas tesis so deduce que todo número irracional se 
representa por una fracción decimal infinita aperiódica. Dor 
ejemplo, al usar el conocido algoritmo para extraer la 
raiz cuadrada, podemos oblenee cualquier número de 


cifras de la fracción decimal que representa PË, 


V2=1,4142185... 


iempre podemos hallar un signo decimal más. Aun- 
que desconocemos la Joy formal de formación de esta su 
cuencia de cifras (o sea, no podemos indicar la función 
y (1) que espresa el n-ésimo signo decimal) estamos segi- 
ros de que esta Fracción es uperiódica. 

Al ennteario, lodu fracción decimal aperiódica repre- 
senta un número irracional. Tomemos, por ejemplo, la 
Tracción 


0,1010010001. 


(el número de ceros entre dos unidade; entivas cada 
vez aumenta en una unidad). Esta frneción es aporiódica 
y, por consiguiente, su valor es un número irracional. 
Aquí la ley formal de secuencia de cifras resulta sec miy 
sencillas si uy es e] n-ésimo signo decimal, entonces 


(CÍA 


1, si nes un número que lione el aspecto 
Un = 
0, en el caso contrario. 


$ 8. VRACCIONES CONTINUAS INVINITAS 


31. Valor numérico de una fracción continua inhi- 
nita. Al interrumpir una fracción continua infinita 
[ayi dj, day üg- -| alternativamente después de cada 
elemento, vamos a obtener fracciones congruentes cons 
seentiva, 


Po E 
LE ta EE Tags tih «1 E 
ER tah 3 Lay; al 


«=| y; (q, las > lnh 


60 


A posar de que la fracción continua infinita es sola- 
mente un símbolo, al que no se ha atribuido un valor nu- 
mérico, las fracciones congruentes son, en esencia, núme- 
ros racionales. Determinan una secuencia infinita de 
segmentos encajados 


Po zi] Pr | Pa 2] 
, » , , , Tas 


% Q q de qa q 
Pai En 4i 
dni * da E E “y 


Ya señalomos que los donominadores de las fraccio- 
nes congruentes crecen rigurosamente [véanse las fórmu- 
las (3.2)] 

WENA IAS 2. 

Como todos los q, son números naturales, entonces 

crecen infinitamente: 


lím q, = 00. 
moco 


Poro, en este caso, de la fórmula (3.0) se deduco que 


lím An=lím (PL Pr) = 0, 
new n=» \ Ini an 

La diferencia entre las fracciones congruentes vecinas 
tiende a cero. 

En las formulaciones do esta índole siempre se sobreon- 
tiende que z —> co. 

Cada segmento (4.1) está encajado en el anterior 
(véase la fig. 8). De acuerdo con el axioma de Cantor 
existe un punto único de la recta o, con otras palabras, 
un número real único que pertenece a todos estos seg- 
mentos. Precisamente este número, según la definición, lo 
consideraremos como el valor de la fracción continua infi- 
nita. 

De esta definición sigue: 

1. El valor de una fracción continua infinita está 
comprendido entre dos cualesquiera fracciones congruentes 
vecinas, 

2. Todas las fracciones congruentes con Índices pares 
son, en esencia, valores aproximados de una fracción con- 
tinua infinita con defecto, y con indices impares, de una 
tracción continua infinita con exceso, 


öt 


Volvamos a oxaminar la fig. 9. Dado el caso do una 
fracción continua infinita, la quebrada no tiene ol último 
eslabón, cuyo extremo yace en la línea punteada. Esta 
quebrada tieno un sinnúmero de vértices que se encuen- 
tran alternativamente, ora por abajo, ora por encima de la 
recta punteada; œ es el valor de la fracción continua in- 
finita. 

3. La secuencia de fracciones congruentes con Índices 
pares 

Po Pa, Pa Pan, 
NP iata 


crece monótonamente y a la izquierda tiende hacia œ. La se- 
cuencia de fracciones congruentes con fndices impares 


Pi Das Panes 


aq 


decrece monótonamente y a la derecha tiende hacia a. 

Miremos fijamente la socuencia de segmentos (4.1). 
Los extremos do los mismos son números racionales. En 
la notación de estos segmentos el primer lugar ocupa ora 
el extremo izquierdo ora el derecho, Por supuesto, osto 
no tiene importancia do principio, 

32. Representación de un número irracional mediante 
una fracción continua infinita. En primor lugar, nos fa- 
miliarizamos con el algoritmo del desarrollo de un nú- 
mero real en fracción continua. Supongamos que al apli- 
car este algoritmo al número « (irracional) obtenemos 
una fracción continua infinita [ay; 41, ags Ag, -. .). Ya 
dijimos anteriormente que al número œ le corresponde 
esta fracción continua: 


0 re [Ay Ay, yy Agr or] 


Ahora ya hemos aprendido a determinar el valor ni- 
mérico de la fracción continua infinita. Surge una pre- 
gunta natural: ¿el valor numérico [ap; y, do, Agr +.) 
es precisamente œ o cualquier otro? Con otras palabras 
¿será simétrica la correspondencia entre œ y [ap y, 
la lay |? 

¡Sil 

Esto se deduce del hecho de que en el proceso de de- 
sarre dollo œ en una fracción continua se obtienen frac- 
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ciones congruentes que son allernalivamente ora menores 
ora mayores que a Consideremos, por cjomplo, tos pri- 
meros dos pasos del proceso: 


de donde 


Luego. 


de aquí se desprende 


1 1 J 
en. e ES e nn 
ETA My A Ay ral Ltt y 


Do tal modo 
4 
ay <a <a kr 
1 
o, de otra manera, 


cacti, 
Ma Rh 

Podemos seguir continuando oste razonamiento, 0 sea, 
o está comprendido untre cualesquiera dos fracciones 
congruenlos vecinas, 

Si quisiéramos, operando en dirección contraria, lia- 
llar el valor de la fracción continua infinita obtenida, en- 
tonces lendríamos que recordar: este valor, según la defi- 
usción, representa el punto comin de todos los segmentos 
(4.4), es docir, de lodos los segmentos comprendidos entre 
las fracciones congruentes vecinas. 

No obstante, existe un único punto perteneciente a to- 
dos los segmentos (4.1). Por consiguiente, el número a 
y el valor de la fracción continua infinita lay; 01, ay 
ay, - + | coinciden, De aquí y en adelante en lugar del 
signo ~ podemos escribir el signo — 


sl 


33. Uniformidad de la representación de un número 
real mediante una fracción continua. ¿Constiluyen Las 


A=|0a4 iiy las Las 


63 


fracciones continuas un procedimiento universal para 
representar los números reales? Esto significa: ¿es posible 
aliemar que cada número real!) puede representarse me- 
diante una fracción continua y además, por el único me- 
dio posible? 

Ya hemos dado la respuesta a la primera parte de la 
pregunta. Todo número real puedo desarrollarse en 
fracción continua. Un número racional se desarrolla en 
fracción continua finita, mientras que un número wracio- 
nal, en infinita, Queda por solucionar aun el problema 
de unicidad. 

En primor lugar meditaremos sobre el ejemplo que 
sigue: 


A 
El 
34 
o en designaciones abreviades 
[0; 6, 41=[0; 6, 3, 41. 


Tal transformación (Ja separación de la unidad del 
último elemento) puede tener lugar para cualquier frac- 
ción continua en la cual el último elemento difioro de la 
unidad. Si el último clemento es igual a unidad, enton- 
ces él puede ser adicionado al penúltimo (con otras pala- 
bras, se puode Foer el úlLimo ejemplo de derocha a izquier- 
da). 

Resulta fácil demostrar que ésta os la unica causa de 
la multiformidad de la representación de un número ra- 
cional (positivo) mediante una fracción continua, Ili- 
minaremos osta causa al convenir en que el último ele- 
mento de la fracción continua no debe ser igual a la unidad. 
A partir de este momento, de los dos procedimientos de 
notación de un mismo número [0; 6, 4] y [0; 6, 3, 4l nos 
vemos obligados a escoger el primero 

Ahora podemos demostrar que: dos fracciones conti- 
nuas lay; ap ta, - - 1 y lba; bis day «+ ol (finitas o infini- 


1) Para simplificar, desarrollamos los razona- 
mientos para los números positivos. No obstante, está claro que la 
respuesta a Ja progunta planteada, cnalquiera que sea, no puede 
variar si se tratara de números negativos 
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tas) son iguales entre si solamente en el caso si, primero, 
tienen igual número dee elementos y, segundo, sus respecti- 
vos elementos coinciden, es decir, dy = by, Gy = by, eto. 

La condición «tionen igual número de elementos» debe 
entenderse así: ora ambas fracciones son finitas y tienen 
igual número de elementos, ora las dos son infinitas. 

> Designemos mediante œ el valor de dos fracciones 
continuas iguales (desconocemos si cada una de Jas mis- 
mas os finita o infinita): 


a= |o; Agr Oyy e] = lbo; brs dar ++]. 

El elemento a, (así como bo) es E (a)') y, por consi- 
guiente, se define unívocamente por ol valor de œ. Por 
lo tanto, 

a= bp. 
Restemos ap de œ 
a—a, "10; 41, as +. .1=10; Das das Je 
Considoremos el valor inverso 
1 


"ay =106 dar ael = lbi; Dar + +1. 
El elemento a, (al igual que bı) es E (z) y, 
ed.) 
por lo tanto, se determina unívocamente por el valor 


Entoncos, 
A —Ag 


a =by 
etc., ete. Repitiendo este razonamiento demostraremos 
que a, =b», y= by, ete. 

¿Puede ser desigual el número de elementos de frac- 
ciones conlínuas iguales? Supongamos que la primera 
fracción continua es finita y tieno s elementos, mientras 
que la segunda ora es finita y tiene £ elementos, dondo 


1) La función Æ (œ) se determina así: «El má- 
ximo númoro entero que no supera a a». Porejemplo, E (5)= 2y 


EM)=1,8 =) = —3. La designación E (œ) se leo «parte entera 


de a», la letra £ es la primera letra de la palabra francesa entier 
(entero). 


£>s, ora os infinita. Esto signilica que 


1 1 
At =p 


o bien 


de donde 


lo que resulta imposible. Por consiguiente, t= s. 

Así pues, todo número real se representa mediante una 
fracción continua y, además, del único modo posible, M 

En esta demostración hicimos uso de una regla que 
con frecuencia resulta ser útil. Para obtener el desarrollo 
1/c, disponiendo del desarrollo en fracción continua (fi- 
nita o infinita) del número œ, hace falta: 

1) si ay +0, desplazar todo el «peine» a un paso a la 
derecha, y en lugar de los enteros, escribir cero; 

2) si a, = Ô, desplazar todo el «peine» a un paso a la 
izquierda. 

Ejemplos. 


e=13 4, 2, 5), H=10; 3, 1, 2, 5) 
B (O; 2 Di Dean do 512 DL 


Para la demostración basta con mirar fijamente las 
siguientes fracciones continuas: 


a= m4 1 7 = [d an 4... .1; 
at 
i k 
La ————— 10; las Qis ar «e 
tara 
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$9 NATURALLZA DE LOS NÚMEROS REPRESENTADOS 
POR FRACCIONES CONTINUAS 


34, Clasificación de las irracionalidades. Ya sabemos 
el siguiente hecho de importancia: todo número racional 
se representa por una fracción continua finita, y el irracio- 
nal, por una infinita. 

En lo que se refiero a los números racionales, no tene- 
mos nada que añadir. Al mismo tiempo, los números 
irracionales por su naturaleza son muy diversos. Nos 
familiarizaremos con su clasificación, 

La ecuación 

at" A E o o A TA (4.2) 
donde ug =+ U se denomina ecuación algebraica de n-ésimo 
grado, Vamos a analizar solamente el caso cuando todos 
los coeficientes de la ecuación (4.2) son racionales o in- 
cluso onteros, lo que es lo mismo, Siendo los coeficientes 
de la ecuación fraccionarios podemos multiplicar ambos 
miembros por el denominador común de cstos coeficientes 
fraccionarios y obtondremos una ecuación con coeficientes 
enteros equivalonte a la inicial. 

Así pues, de aquí y en adelante, al examinar la ecua- 
ción (4.2) vamos a suponer que sus cocficientes son nú- 
meros enteros (positivos, negativos o nulos). Al coefi- 
ciente mayor se lo aplica una condición adicional, 
az 0. 

El número real æ se denomina número algebraico de 
n-éstimo grado st sirve de raíz de la ecuación algebraica de 
n=ésimo grado con coeficientes enteros y no sirve de raíz 
para ninguna ecuación algebraica de grado inferior con 
coeficientes enteros. 

Ejemplo 1. Todo número racional p/q constituye un 
número algebraico de primer grado, ya que sirve de raíz 
de la ecuación 

qu—p=0. 


Ejemplo 2. El número /2 es un número algobraico de 
segunda potencia, porque sirvo de raíz de la ecuación 


22—2=0. 
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Al mismo tiempo Y 2 no puede servir do raíz para la 
ecuación de primer grado con coeficientes enteros a causa 
de que tal ecuación (ayr -+ aj == 0) tiene por raiz un 


númoro racional æ 


Un número algehraico de segunda potencia se deno- 
mina también irracionalidad cuadrática. 

Resulta que existen números no algobraicos que se 
denominan trascendentes. 

He aquí su definición: un número real o se denomina 
trascendente si no sirve de raiz de ninguna ecuación alge- 
braica con coeficientes enteros. 

No os fácil descubrir la existencia de números Lrascen- 
dentes. Para demostrar que el número a es algebraico, es 
suficiente indicar una ocuación algebraica con coolicientes 
enteros de cuya raíz sirve a. Si no podemos hallar seme- 
jante ecuación esto no significa que æ os trascendonto: 
hace falta demostrar que tal ecuación no existe. Esta 
tarea por primera vez fue resuelta por el matemático 
francés J. Liouville en 1844. Demostró la trascendencia 
de algunos números reales concrotos. fin 4882 el mato- 
mático alemán F. Lindemann demostró que el número n 
os trascendente. En la actualidad, ya se conocen muchos 
ejemplos de números trascendentes, Por ejemplo, los lo- 
garilmos decimales de todos los números racionales, ex- 
cepto log números del tipo 10”, son trascendentes. 

Advertimos al Jector con respecto de la posiblo equi- 
vocación. Del hecho de quo Jos ejemplos de números 
trascendentes se encuentran con dificultad no se deduce 
que dichos números sean poco frecuentes. ¡Al revés! Se- 
gún demostró el citado George Cantor, en cierto sentido 
(en el presente folleto no podemos explicar exactamente 
de que se trata) casi todos los números reales son tras- 
condentes, es decir, los números algebraicos constituyen 
una excepción rara. No obstante, a causa de que la na- 
turaleza de los números algebraicos os más simple, sus 
ejemplos se aducen fácilmente on abundancia; al mismo 
tiempo resulta ser muy difícil la demostración de la 
trascendencia de cada número aparte). 


£ ? Verdad que existo un procedimiento sencillo 
de construcción de fracciones continuas cuyo valor es trascondente. 
Sin embargo, si se trata de la determinación de la trascendencia 


5 
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35. Irracionalidades cuadráticas. Del punto anterior 
sabemos que se denomina irracionalidad cuadrática un nú- 
mero irracional que sirve de raíz de una ecuación cuadrática 
con coeficientes enteros. 

La palabra «irracional» sustituye la condición que 
figura on la definición procedonto, o sea, «y no sirve de 
raíz de ninguna ecuación algebraica de grado inferior con 
cocficientes enteros». En nuestro caso esto significa «no 
sirve de raíz de ninguna ecuación de primer grado con 
coeficientes enteros», es decir, no es un número racional. 

Examinemos la ecuación cuadrática 


a? +H ar + l= À, 


donde ay, a,, 4, son números enteros y ay 7% 0. Sus raíces 
pueden hallarse valiéndose de la fórmula 


—a + Y af iaa 
209 ú 

Para que ostas raíces scan irracionalidades cuadráticas 
es necesario y Suficiente observar dos condiciones: 

4) el discriminante D = aj — 4aya, no debe ser nega- 
tivo. Para D <0 las raíces no sean números realos; 

2) el discriminante D no debe representar un cuadra- 
do perfecto. Para D = N° las raíces sean racionales. 

Tomando en consideración estas dos condiciones se 
puede formular otra definición de irracionalidad cuadrá- 
tica: se denomina irracionalidad cuadrática un número 


que tiene el aspecto p -+ gV D, donde p y q son números 
racionales y D es un número natural que no representa un 
cuadrado perfecto. 

Para analizar algunos ejemplos vinculados con las 
irracionalidades cuadráticas preparemos cuatro lemas 
útiles, Para evitar repeticiones primero convengamos en 
ciertos designaciones y términos. 

Con letras latinas minúsculas p, q, . . . siempre desig- 
naremos números racionales, positivos, negativos 0 cero. 
En particular, también pueden ser enteros. 

Con letras latinas mayúsculas D, M, N, . . . designa- 
remos números naturales que no representan cuadrados per- 
Jectos: 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10... 
de un número ya definido mediante otro procedimiento (a, log 2, 
sen 4, etc.) siempre resulta muy difícil hacerlo. 
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Los radicales cuadrados!) YM y VN se denominan 
semejantes si YN = pV M. De lo contrario, es decir si 
Y NIV M no es un número racional, los radicales VM y 
yN no son semejantes. Por ejemplo, y2 y V8 son se- 
mejantes, mientras que VZ y Y 10 no lo son. 

Si YM y VÑ no son radicalea semejantes, entonces 
Y MN también es un radical (es decir, MN es un cuadra- 


do no perfecto) y además no es semejante a cada uno de 
estos radicales. Esto se deduce de las identidades 


ym. 


Lema 1. Si VM y VN son radicales no semejantes, 
entonces la igualdad 


k+l y M+mYVN =0 (*) 


resulta posible solamente para k = I= mo.» 0. 

Abreviadamente se puode escribir así: 

41 Mim NV =0<> k=l=m=0. 

bp Para la demostración analicemos dos casos; 1) 1 
+0 y mzA0 (k no tieno importancia), 2) uno de los 
coeficiontes l, m es diferonte de cero y cl otro, igual a cero. 

En el primer caso, trasladamos A al segundo miembro 
y olevamos al cuadrado ambos miembros de la igualdad. 
Dospués de las correspondientes transformaciones, obten- 
dremos 


AMY MN =1*— PM — mN, 
o sea, VMN es un número racional, lo que es erróneo. 
Por lo tanto, el primer caso no puedo tener lugar. 
En el sogundo caso, de la igualdad (+) se vo que y Mo 
VN son números racionales, lo que contradice ln condi- 


1) Se trata de mu locución corriente: se deno- 


mina radical enadrado no solamente el signo Y que simboliza la ope- 
ración de extrace: le una raíz cuadrada, sino que también todo 


húmero del tipo 32, “3, eto, 
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ción. Por lo tanto, el segundo caso tampoco puede tener 
lugar. 
Nos queda por reconocer que 1 — m = 0. Do la igual- 
dad (*) se ve que en este caso también k = 0. B 
Lema 2. Si YM y VÑ son radicales no semejantes, 
entonces la igualdad 
41 V Mm VN -4n Y MN =0 mi 
es posible sólo para k=l =m =n =Q. 
Más brevemente 
k+ VM+my N +n VMN=0 < k 
Supongamos gue L= 0, m Æ 0 y n = 0. 
mos la igualdud (++) del modo siguiente: 
Iy M+my N= —h—n Y MN. 


ambos miembros de esta ignaldad al cua- 
s de unas transformaciones no complejas 


m=r=0, 


forme- 


oblendremos 
2 (Im—kn) y MN =kè-} n2MN — PM — meN, 


eg decir, P MN es un número racional, lo que es erróneo. 
Resulta que la suposición 1 0, m + 0 y n 0 tiene 
que rechazarso, o sea, hace falta admitir que por lo me- 
nos uno de jos coeficientes l, m, n es igual a cero, Pero, 
entonces la igualdad (++) se transforma en la igualdad (*) 
y. según el lema 1, todos los coeficientes restantes son 
iguales a cero. W PA 
Léma 3. Si p + gy ÄT es raiz de la ecuación 
ag” A- a t o Hanat a = À 
con coejicientes enteros, entonces p — qY M también es raiz 
de la misma ecuación. 
<4 Sca dado 
altak M)" Aa load MY a 
Hanai (ota VM) an =0. e) 
Hace falta demostiar que 
ato Ma log M4 + 


+ ara log V M) -Hap 0. w 


T 


Suprimimos los paréntesis en Ja ignaldad (+). Los térmi- 
nos (qV M)* obtenidos como resultado de esta operación, 
los clasificamos en dos tipos: 

1) œ es par (inchuso a = 0). Todos estos lérminos sou 
racionales. Designemos su suma por k; 

2) œ es impar. Todos estos términos tienen el aspecto 
sy M. Designemos su suma por IV M. 

Por lo tanto, la igualdad (+) tendrá el aspecto 


k+1YM=0. (d 


Transformemos de manera análoga la igualdad (-H-+)- 
Esta se obtiono de la igualdad (+) al sustituir av M por 
—aY M. Tal sustitución no se reflejará en los términos 
que contienen qy M a potencia par, mientras que los tér- 
minos que contienen yy M a potencia impar, solamente 


cambiarán su signo. Por esta razón la igualdad (H+) 
obtendrá el aspecto 


k—i VM =0. (8) 


La igualdad (+++) puedo lener lugar tan sólo para 
== () 


En efecto, para 10 la igualdad (+4-4-) significa 
que VM es un númoro racional. No obstante, si l = 0 
entoncos k = 0. 

Pero, si k=- 1=0, entonces es válida la ocuación 
6). m 

Volvemos a esclarecor ol curso de la demostración. Las 
igualdades (--++) y ($) son, respectivamente, las (1) 
y (++) transformadas. De (+++) su deduce k = t= 0 
y de k = 1-=0 se deduce ($). 

Léma 4. Sip +9 M+rVN (donde y M y y N 
son radicales no semejantes) es raiz de una ecuación con 
cueficientes enteros, entonces los números p qy M + 
& ry Ñ, para cualesquiera combinaciones de signos son 
también raíces de la misma ecuación. 
b> Para brevedad designaremos 


P (a) = a+ CT. ae A IS 
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Sea dado 
P (ptg Mar N) =a (p+ V M+r VN)" + 
valoda V Mer Ni" -H 
Hana (+9 V Mar Y N) + ay =0. 150) 
Se requiere demostrar que 
P(pwqVM=rVN)=0. 

En la iguoldad ($$) suprimimos los paréntesis. To- 
dos los términos obtenidos como resultado de esta opera- 
ción obtendrán el aspecto 

Ape (a MP Y DY, 
donde A son coeficientes; œ, P, y y, iudices enteros no 
negativos. Ulasificamos estos términos en cuatro tipos: 


E 
A Par Par Racional 
2 Par Impar tV 
3 Impar Par uym, 
4 Impar Impur vY MN 


Una voz suprimidos los paréntesis la igualdad ($$) 
adquirirá el aspecto 


P (pay Miry N)=k4i V M4m yN + 
+nY MN =0. 


Si sustituimos qY M por —qV M esto no influirá 
sobre los términos del tipo 1 y 2, mientras que los térmi- 
nos del tipo 3 y 4 solamente cambiarán de signo. Por lo 
tanto, si 

Plp+gy Ma rVV)=k4+1/M4m Y N+n Y MN, 
entonces 


Plo—aVM Ir NM) =k—1Y Mimy N—n Y MN. 
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Repitiendo razonamientos análogos para diferentes com- 
binaciones de signos, hallamos: si 


P (p+ VM+rVN)=k4IVM-+4-mVN +n VMN, 
entonces 

P (p+ VM—rVN)=k4+1VM—mVN—n VMN; 
P(p-aVM+rVN)=%-—1VM+4mYN—n VMN; 
Pp MY DM) =k-1/M—mVÑN +n V MN; 


si P (p +V M + rY N) = 0, entoncos según el lema 2, 
k=l=m=n =Q. Pero, en esto caso también los 
valores restantes P (p + gV M + rV N) son ceros. m 

Ahora analizaremos algunos ejemplos. 

Ejemplo 1. El número 1 + VĒ es una irracionalidad 
cuadrática. ¿Cómo hallar la ecnación cuadrática que 
engendra csta irracionalidad? 

De acuerdo con el lema 3, cl número 1 — VŽ tam- 
bién represonta una raíz de esta ecuación. Por lo tanto, 
esta ecnación tiene el aspecto: 


(2-1 — V?) (2—1 +V3)=0 


o bien 
a —2e—1=0. 
Ejemplo 2. El número VŽ + V3 no os una irracio- 
nalidad cuadrática. La ecuación con coeficientes enteros 
que lo engendra, según el lema 4, tiene las raíces: 2, = 


V24 VBa = V2 Vin = -VE + VEn = 
= Y2 —VE. 
Por lo tanto, esta ecuación tiene el aspecto: 
lao —V2— YD la —V 24 1D la + Va—VD) lx+ 
+V24V3)=0 
o bien 
a1—10724-1=0. 


Observación 14. Por supuesto, se puedo encontrar la 
ecuación por sus raíces por otro procedimiento, o sea, va- 
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liéndose de las fórmulas de Viete. Para la ecuación redu- 
cida de cuarto grado 


284 pa paa? p+ py =0 

las fórmulas do Viete se escriben así; 
p= — (titty +9 +24); 
P= titt tt Ea +, 


yt Bayt gt 


Py = — (totg, H Ea HLEA Cytaty); 
EIA 
Observación 2. ls posible que el lector quedo sopren- 


dido si desea comprobar si se ha compuesto correcta- 
mente la ecuación a base de sus raíces. La solución de 
esta ecuación nos da 


2=+V51210. 
A primera vista osto no coincide con las ra dadas 
4V3 +3 En voalidad YI+YZ=V5+V2 0. 
Podemos convencernos de esto ora elevaudo al enn- 
drado ambos miembros de la igualdad, ora haciendo uso 


do la Hamada fórmula pa a transformación de radi- 
calos compuestos 


VasVB para 


y y =m AB 
(4.3) 


Es úlal hacer nsu de la fórmula (4.8) Lan sólo en aquellos 
casos cuando A%.-/% os un cuadrado perfecto. En el 
ejemplo «ducido nos encontramos precisamente con este 
CAR 


j. Teorema de Euler. Una fracción continua infinita 
se denomina periódica si sus clemenlos forman una se- 
enoncia periódica. Tales son, por ejemplo, las fracciones 


10; 4, Ad... 
[95 dia Ag A y siii 
[050,2 20,8, E E sol 


Las dos primeras fracciones son periódicas puras y la 
lerceta es mixla periódica. lMaciendo esta distinción ny 
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nos fijamos en la parte entera ao. Una dofinición más di- 
recta es la siguiente. 

Una fracción continua infinita se denomina periódica se 
existen tales números naturales N y k que para cualquier 
nz=N 


lnt Up 
Tiene lugar el siguiente teorema demostrado en 1737 
por Leonardo Enlor. 
Teorema. Xi valor de una fracción continua periódica 
constituye una irracionalidad cuadrática 
Examinemos dos ejemplos, 
Ejémplo 4. [0; 4, 4,4, aJ Tenemos 


a= — 
Ap 


Apliquemos a esta igualdad el Uamado proceso de 
«deranado» que consiste en Ja alernación de dos pasos: 
1) tomamos de cada miembro de la ignaldad su valor in- 
verso; 2) susiracmos de cada miembro de la igualdad una 
parte entera, En nuestro ejemplo, damos estos pasos sólo 
nna vez: 


Ahora en vl miembro derecho se ha obtenido Va frac- 
ción de partida, es decir a: 


A N 


es decir, hemos obtenido una ecuación cuadrática para a: 


ala — O, 
1 LETEA a e 
de donde = — + +- V5 testá claro que Ina ruiz nogi- 


tiva no sirve), 
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De este razonamiento se ve que cada fracción de la 
forma (0; a, a, a, ...] representa una irracionalidad 
cuadrática, 

¿Y si ol periodo está constituido no por un número, 
sino por k números? Entonces, hace falla dar en el «de- 
vanado» k pares de pasos. 

Ejemplo 2. 10; 1, 2, 1,2, ...l 


= 


o bior 


a+ 2a—2=0, 


de donde 


a= —t+y3 


Soñalemos que para cualquier período la raíz no puede 
resultar racional, ya que la fracción conlinua inicial os 
infinita. 

¿Y si ay noes igual a coro? En este caso lrasladamos 
ayala parte izquierda y luego comenzamos el «dovana- 
do» 

No obstante, para un periodo largo este procedimiento resnl- 


ta muy voluminoso. Por esta razón aducimos una demostración 
más, no tan clara pero mås breve, 


n 


» Sea la fracción continua infinita œ = [0; ar, as, . ..) — 
periódica pura con la Jongitud del período igual a k. Entonces 
== apy (recordemos que ay, es el (k-H o n cociente 


completo): =|; di la, oee, Ahi Ary Gy s 
Ther 
De acuerdo con la fórmula (3.5) 
— Prólea he Phima 


Una tH Iri 
Por lo tanto, 


PRO- Ph- 


a= 
TEST 


es decir, œ satisface la ecuación cuadrática 
MAA (Qs — pr) #— Pia o ($$) 


Las raíces de esta ecuación tienen signos diferentes, æ es una 
raíz positivas 

Se se trata de una fracción mixla periódica 

A= lap; 1, Ar, ses AN, UN+ty etry ONGs <<< ls 
A aa 
período 

ontonces primero bace falta edovanar» do la derecha a la izquierda 
la parte inicial de lu fracción hastu el elemento ay inclusive, y 
luego aplicar la demostración expuesta más arriba. W 

Observación. El número « es irracional, porque es represen- 
tado mediante una fracción continua infinita. Por consiguiento, el 


discriminante de La ecuación ($$$) no dobo ser un cuadrado porfecto. 
Esta afirmación puedo comprobarse mediante cálculos directos: 


D= (02 Apra = PR — 2 pta F ia EPA = 
Adicionemos y sustrayamos el miembro 4pygp=1 


see = PR Za hm — Pa APA 


ON ra =., 


En este lugar hace falta hacer uso de la fórmula (3.6): 
eee = (Ppr ES 
Definitivamente, 


D= pm ma 9404 — 1) 
v bien 


D (Prt qna? = t4. 


Por lo tanto D no representa un cuadrado perfecto. La dife- 
rencia de los cuadrados de los números naturales no puedo ser 
igual a 4. Sí los adjuntamos a los números naturales un cero, enton- 
ces se encontrará el único par de cuadrados, la distancia entre los 
cuales será igual a 4:0 y 4. 


37. Teorema de Lagrange. Según hemos visto en el 
punto precedente el teorema de Euler se demuestra muy 
fácilmente. DI teorema recíproco es mucho más comple- 
jo. Por primera vez lo demostró on 1770 Lagrange. 

Teorema de Lagrange. Voda irracionalidad cuadrática 
se representa mediante unu fracción continua periódica. 


Lagrange demostró su loorema de una manera muy complica- 
da, Muchos matematicos conservando Ja idea de Lagrange, trataban 
de simplificar algunus detalles. Transcurridos más de 100 años 
el matemático francés Charves propuso una demostración más sinmi- 
ple, basada en otra idea. Primero exponemos la idea do Charves 
y luego aducimos la demostrución detallada, 

Soa a una irracionalidad cuadrática, Vamos a desarrollarla en 
una fracción continua deteniéndonos alternativamente en cada 
paso, á partie del segundo. 


a lag exe) = [an is aala] = -ai 
E T S = a 


Aquí ta Lo Om» «+» Son cocientes completos. Ya hemos 
visto on el punto 18 quo si cualquier cociente comploto vuelve a 
repelirso, o sea si n = %p +, entonces la fracción continua resulta 
periódica, 

En primer lugar vamos a demostrar que cada cociente no 
completo satisface la ecuación cuadrada con cocficientes enteros: 

Anah + Bn + Cn =. (44) 

Claro está que la ecuación (4.4) puede variar para diferentes 
O, por lo cual los cooticientes A, B, C van dotados de índices. Di- 
gamos nsí: cada e, salisface su ecuación cuadrada con coeficiontes 
enteros. 

En segundo lugar, demostraromos que los cocficientes de la 
ecuación (4,4) están limitados por su módulo +) 


14n| < La; 
[Bal <M; (4.5) 
[Cal €N- 


¡Atención! Precisamente en eslo consiste la idea ingeniosa de 
Charves. Zos límites L, M, N no dependen de n (dependen únicamen- 


1) Admitamos que la ecuación euudrada con coe- 
ficiontos enteros se escriba en farma irreducible, Do lo contrario, 
esta afirmación no tendría sentido. 
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w de d), Como Ap, By, Ca son números enteros, para cada uno de 
ellos existe sólo un númuro finito «le valores alimee. Por lo 
tanto, para œ dado el número de ecuaciones porililes (4.4) y, por 
consiguiente, el número de raíces posibles de dichas cenaciones será 
linilo. Es ovidente que en la secuencia de cocientes completos 
Qar Om eos Aps + > la repetición resulta inevitable, lo que te- 
nemos que demostrar, 
Ahora comencemos a cumplir este plan. Primero demostra- 
remos (4.4) y luogo fe. 
La irracionalidad cuadrática œ satisface cierta ecuación 
cuadrática con coeficientes enteros 


Aat+Ba t C=, (i) 
De acuerdo con la fórmula (3.5) 
= Pnn Pns 
Inn Ima * 


Ausctiulenas la expresión (ii) en (i) y nos Jiberamos del denomina- 
or: 


(ii) 


A (Pn-3%n | Pn-4-+B (pan Pra) (nin | An, 
IC (4n-icén FH gn) =0 


Anah Bcn Cn =0, 


o bien 


donde 


An= Apñial BPn-i0n-i A- Cth- 
i } aii) 


Bn =2Apn-1 Pn- + B (Pp Ina Pn-itn-1) 2C Gu-14n. 
Cn =Ap-2 H Bru-20n=2 + Chicas 


Nos queda por demostrar la limilación por cl módulo de los 
coeficientes de (iii). Según la fórmula (3.7) 


Pri | < 
Int 
De otra manera puede escribirse así: 
Pra 
Qn=r Ma? 


donde —1<8<4, de donde 
rana — CAN, 
Int 


Sustiluimos esla expresión para pp- en la primera fórmula de 
(ii): 


An—A (cr, H S) R (aani + a) gait 


+ Oah =a dat + Bate) H28., 


7 
Iå- 
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Está claro que la expresión entre paróntesis es igual a coro en 
virtud de (i): 


(24a tnt) b. 


Poro Jòj <4, por lo tanto, 
¡401 < |24 aa], 
Ma 
Al mismo tiempo tomamos cn consideración que gh > 1 
(o = 1 y la secuencia q, es estrictamente creciente). Al desechar 
q (o sea, al sustituirlo por la unidad) acentuamos la dosigual- 
dad: 
pl < |240+B+481 Z [248] +18] 4141-1561 < 
< |zAal d- |B| +141. 
Conseguimos el propósito: hemos indicado pura | Ap | el lími- 
te que no depende de n. 
En vez de realizar cálculos análogos para | Cn |, señalemos 
que €, se obtiene de A, al sustilwir n por n — 1, es decir, Cn = 
== Apta. Como el limite hallado no depende de n, sieve tambión 
En. Para By resulta mejor hacer la ronda. Galculemos cl 
Ma ecuación (4.4) partiendo de la fórmula (iii). 
os el resul- 


pa 
discriminante de k 
Omitimos un largo cálculo poco iuleresanto !) y aduc 


tado: 
Be Anën = (naa Pana (BAAC). 
Poro, conforme a la fórmula (+), 
— ipe, 


Pn-1n-a— Pn-eln-i 
Bh — hAnCn= B? —4AC. (4.65) 


Esta fórmula inlorpreta un hecho natural: al desarrollar una 
irracionalidad cuadrática œ un fracción continua los cocientes 
completos representan irracionalidades cuadráticas de la misma 
naturaleza que œ. Esta naturaleza se determina por ol discrimi- 
nante. Todas ollas tienen el aspecto &n=sn + /n V D, 
siendo D constante. 

Ahora de (4.6) sacamos la conclusión 


Bi = B*— 4ACH4AnC n 


Por lo tanto 


Como todos los términos derechos son limitados entonces BÈ, 
y por lo tanto B, será limitado. m 

Los teoremas do Bules y de Lagrange pueden unirse 
en la siguiente formulación: las irracionalidades cuadráti- 
cas y sólo éstas están representadas mediante fracciones 
continuas periódicas. 


. 1) Que el lector do haga por sí mismo. Cado 
talemático liene quo armarse de paciencia y no tener miedo a 
culos largos 


CAPÍTULO Y 
APROXIMACIÓN DE LOS NÚMEROS REALES 


$ 40. APROXIMACIÓN 
MEDIANTE FRACCIONES CONGRUENTES 


38. Aproximación útil (conveniente). Después de vn 
camino agotador llegamos al objetivo do nuestro viajo. 
En el presente capítulo conoceremos para qué se requieren 
las fracciones continuas. 

En el $ 1 hemos aclarado en qué consiste el problema 
de aproximación en toda la extensión do la palabra. Alo- 
ra nos ocuparemos de un problema más concreto. Sea dado 
un conjunto de números reales R?), y en el mismo un sub- 
conjunto My, de todas las fracciones, cuyo denominador 
no sobrepasa de q. Es necesario indicar para cada número 
w ER el número más próximo al mismo r € Ma: 

Admitamos que hemos encontrado este número, 0 sed, 
la aproximación a æ r. Dicha aproximación resulta útil 
por el hecho de que es imposible elevar la precisión sin 
aumentar el denominador: puesto que r es el número más 
próximo a æ del conjunto My. 

Anotemos que si hubiéramos tomado un conjunto de 
fracciones con denominadores exactamente iguales a q, 
entonces tal aproximación, en general, no sería útil en 
el sentido mencionado. Por ejemplo del punto 4 de la 
tabla 1 se ve que el valor aproximado de n en décimas 
partes no resulta útil: las partos mayores (noyenas, octa- 
vas, séplimas y sextas) brindan un resultado más exacto. 

El concepto de «utilidad» no tiene en la teoría de la 
aproximación un sentido único definido, por lo cnal nos 
vemos obligados a determinar cada vez en qué senti 
hablamos de la utilidad. 

39. Propiedad fundamental de las fracciones con- 
gruentes. Podemos considerar la mejor aproximación 
racional del número œ la fracción p/q, que posee la pro- 
piedad siguiente: nos brinda el menor error absoluto en 


1) Basta con considerar un conjunto de núme- 
ros reales positivos, ya que el uso de los números negativos no 
ofrece nada nuevo de principio: sia œ 22/7 entonces — n = —29/7. 


ija 601341 
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comparación con cualquier otra fracción, cuyo denomina- 
dor es <q). Dado este caso, las fracciones congruentes 
sirven de mejores aproximaciones para una fracción conti- 
nua. Esta propiedad se denomina a veces propiedad funda- 


5 An 


Á La 
In 


Fig. 12 


mental de las fracciones congruentes. La formularemos de 
la manera siguiente: 


Teorema. Si 2 (n > 1) es una fracción congruente 
n 


para el número œ y es otra cualquiera fracción en la cual 


9 < Gn, entonces 


[a 
an 


(5.1) 

Esto significa que una fracción congruente nos da 
una aproximación que no puede perfeccionarse sin au- 
mentar el denominador. 

P> Consideremos dos casos: 1) q < qn; 2) g = qn (como 
veremos, el segundo caso es trivial.) 

4) El número «a pertenece al segmento comprendido 


entre dos fracciones congruentes 22 y 2e (fig. 12). La 
y g. 
in Inar 


longitud de este segmento es | An | = al El punto œ 
ninsi 
puede ser el punto interior de este segmento o coincidir 


con 222 (si œ es racional y EA , la última fracción con- 
LERS +1 
gruente). De tal modo, 
Pn 
a <]|An |. 
[a |<1 Anl 


Sea p/g cualquier fracción, cuyo denominador es menor 
que qn y, por lo tanto, con mayor motivo menor que 


1) Por supuesto, la mejor aproximación en 
este sentido no es la única. 
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an+: 
4< In K Inar 


Estimemos la distancia p/g con respecto a los extre- 


mos del segmento [i n): 
an * Inn 


n | pan— Pnt | 4 
—: > A 
| a Qn In TT 
| Prsi | | Pg Pand l -A 
l fnn Iny Z nea * 


Estas desigualdades se acentuarán si sustituyamos en 
los primeros miembros q por un número mayor qn ó 
Gara? 


2_Pn A 
| T n T =14n li o) 
PP =]|4» 1. 


q Prai 


El sentido de las desigualdades (+) es: el punto p/q 
está alejado con respecto a cada uno de los extremos del 


segmento qe. E Zas) a una distancia mayor que la 
longitud de este PiN | ân |. Separando a la izquierda 
y a la derecha de los puntos E y ae el segmento An 


(fig. R obtendremos una zona prohibida IAB] = 
p 
= | 2. A,, 20% 24 An |, en la cual no puede encon- 


trarso "la fracción ` pla (los puntos A y P también son 
prohibidos). Ahora está claro que p/q es peor aproxi- 


mación para œ que Ti, En realidad, 
[a—2-|<1 451; 
Ja—21>/4,1- 
Por consiguiente, 
Ja-22|<lJa—E| (<a). 


2) Ahora analicemos el caso g = gn. ¿Es posible que 
otra fracción con el mismo denominador proporcione 
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mejor o la misma aproximación que la fracción congruen- 
te? Con otras palabras, ¿es posible que 
Ja Elea (PE pa)? 
n % 


n 
Admitamos, para precisar, que tse encuentre a la 


n 
1zquierda de a fig. 13), es decir, que n sea par (para n 


Pa 
mi 


A ———_— a a 


Fig. 13 


impar los razonamientos son análogos). ¿Puedo œ encon- 


trarso más cerca do pl que de 22 o aunque sea en el 


Un 


n 
medio, o sea, es posible que 


Pat! La e 
Aa a ? A 
an -5 an E) 
Esto es equivalente a 
> EDIS 
a— ral] 
tn a 0o 


Por otra parte, se conoce que 
Pre A 
E——. 
an > gnagna 
De las desigualdades (++) y (+++) se deduce que 
4 1 


2an © ninn ` 


es decir, n+ 
Por lo tanto, si la desigualdad {*+x) es posible, enton- 
ces sólo para qu+1 = 1 ga = 2. Estos valores pueden 
tener lugar para n = 0 ó n = 1. 
Rosulta que dadas estas condiciones la desigualdad 
(+*+) en realidad puede tener lugar, según demuestra el 
ejemplo que sigue: 


(2; 21=2+3. 
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mos un error absoluto reducido [véase la fórmula (1.1) 
h=|90%—p| 
y el coeficiente de utilidad [véase la fórmula (1.2)] 


A S 

2h 2|ga—p|* 

Según estos índices las fracciones congruentes y 
únicamente éstas son más útiles que todas las demás: la 
fracción congruente tiene menor error absoluto reducido 
(y, por lo tanto, mayor coeficiente de utilidad) que todas 
lag fracciones con denominadores menores (o iguales). 

No obstante, no agotamos todavía el problema. Re- 
sulta que, según la utilidad, la fracción congruente supera 
no sólo las fracciones con denominadores menores o iguales, 
sino incluso las fracciones con denominadores más pró- 
ximos mayores: aumentando el denominador no elevamos 
su utilidad, hasta que no Meguemos al denominador de la 
siguiente fracción congruente. 

Entre estas afirmaciones hay dos excepciones triviales 
que serán aclaradas en el proceso de razonamientos. 

Ahora formulemos todo lo dicho en forma de dos teo- 
remas mutuamente recíprocos. 


Teorema 1. Si w es una fracción congruente para el 
n 


número Y y e , cualquier otra fracción, y además q < qn +11 
entontes 
| ma— pa |<] qu—p |. 


El signo de igualdad puede tener lugar únicamente en los 
casos: 1) u = 2t es decir, Mes la penúltima fracción 
congruente; 2) n= 0, a = làs; 2). 

$> señalemos que p/q es una fracción diferente, es decir, exclui- 
mos el caso poco interesante cuando & = a Luego convenimos 


en que la fracción p/g es irreducible. 

Analicemos dos casos separadamente: 1) 0< q< nyi 45% 
Æ gn; 2) 4 = Ya y s 

1) Representemos p y q como combinaciones lineales iguales 
(con coeficientes iguales) de los respectivos elementos de las frac- 
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ciones congruentes 22 y PM, o sea, 
an ansi 


antt gny = 95 ) (+) 


Path Pray =P. 


Los coeficientes x e y se determinan por este sistema. 

El determinante del sistema (-+-) es como sigue: py, pá = 
E Patnja Ya conocemos esta expresión [véase ol p. 19, Tóriou- 
la (4): 


Dn = Pnn — Prina = (4%, 


Puesto que D, O sacamos la conclusión de que el sistema 
+) detormina unívocamente el par de números z, y. Del hecho 
le que | Dn | = 1 deducimos que z e y son números enteros. 

Ambos números z e y difieren de cero. En efecto, si z = 0 

entonces el sistema (+) nos da y = 4 (ya que ambas fracciones 


2 y bss son irreducíbles) y q = 4n41, lo que contradice la condi- 
ne 

ción. Al mismo tiempo si y = 0, entonces por analogía se obtiene 
4 = gn, Pero aquí no consideramos este caso. 

ego, los números z e y no pueden tener signos iguales, Si 
z> Ù o y >0, entonces de la primera ecuación de (+) obtendría- 
mos q > qn41. Si z < 00 y <0, entoncos resultaría que p y g 
serían negativos. Por lo tanto, z e y tienen signos diferentes. 


A fin de obtener el error absoluto reducido para la fracción E 
procedemos de la siguiente manera: multiplicamos la primera 
ecuación por a y luego sustraemos de la misma la segunda ecuación 

(ana — pn) 2H (4n+10— Prsi) y= ga- Pa (++) 

Los paréntesis en el primer miembro de la ecuación (+-4-) tie- 

nen diforentes signos (ya quelas fracciones 2t y 222 aproximan el 


número œ desde lados opuestos.) Los números z e y también tienen 
signos diferentes. Por esta razón ambos términos on el primer 
miembro son positivos (para precisar, el primer término es estrio- 
tamente positivo, mientras que el segundo es no negativo). Por 
consiguiente, 


lanț — Pn} zl + laa% — Pasil lul = 190—p1. 
Así pues, 


14, %—pnl < lga— pi, 15.2) 


lo que procisamente teníamos quo domostrar, 
Pongamos en claro para cuáles condiciones on (5.2) puede po- 
nerse el signo do igualdad. De todo lo expuesto se observa que será 

posible en el único caso si 
In10— pra =; 


$) 
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Estudiemos más detalladamente el caso ($), Si e = 1, onton- 
ces y < 0. Pero en lal casa, de la primera ecuación del vistema (+) 
resultaría que q <t 0, Por lo tanto, no puede ser x = 1 y, por consi- 
guiente, y = —A. Al mismo tiempo, y = 1 obligatoriamente. En 
realidad si admitimos que y > 1, entonces la primera ecuación de 
(+) podrá escribirse así: 


— int Ga 1 1) = a 


y resultará que y > m+ 


Así pues, en el caso ($) se tiene obligatoriamente x= —1, 
y = 1, es decir, 
=ni in } m 
P=Pn+1— Pr: (65) 


En cste caso en (5,2) Liene lugar el signo de igualdad. 
Señalemos que la primera condición ($5) puede transformarse 
del modo siguiente 


9 =4nin gn — an= (ün — 1) Qn +9 - 


En el caso considerado, an 4, 09 el último elemento de la frac- 
ción conlinua y, por lo tanto, appr > 2. Por esta razón, do la 
última igualdad se deduco que 


(>g 


o pa modo, para g < yp en (5.2) no puede existir el signo de 
igualdad, 

2) Ahora vamos a examinar el caso g = qn. Ya sahemos del 
p. 38 quo, dado este caso, para p s+ pn 


En 
de 


Multiplicando ambos miembros de esta desigualdad por gn, 
obtendremos 


[<| 


lgna— pal < |9na—pl, 


lo que había que demostrar (por Buma, el caso excepcional 
posible para n = U, se mantiene). El teorema queda demostrado 
para todos q < yngi W 

Teorema 2 (reciproco). Si para el número o. y la fracción plq el 
error absoluto reducido es menor que para cualquier otra fracción 
p'lg!, para la cual q) < q, entonces plq es fracción congruente para 
el número 0, 

> Como siempre suponemos que la fracción p/q es irreducible. 


Prti entonces no podrá 
gny 


el error absoluto reducido 


Además, si œ es unnúmero racional, a = 


Pres 


ser q > qn41 ya que para la fracción 


n+ 
ramm nulo, mientras que según la condición debe ser mayor que 
qa — p| 
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Admitamos que p/q no sea una fracción congruente. En este 
caso su denominador está comprendido entre los denominadoros de 
cualesquiera dos fracciones congruentes vecinas, O sea, 


In CI < Ma 
En tal caso de acuerdo con el teorema anterior 
laqat pnl < lqa— pi. 


No obstante, osto refuta la condición del Leorema: una voz que 
ün < q, entonces p/q debe engendrar un error absoluto reducido 


monor que Ea, Por lo tanto, la suposi 
n 


ón de que p/g no es fracción 


congruente, es orrónca. W 


Observación 4. Hemos demostrado que las fracciones 
congruentes y solamente éstas tienen menor error absoluto 
reducido y, como resultado, mayor coeficiente de utilidad 
que cualesquiera fracciones con denominadures menores. 

¿Y por qué solamente con denominadoros «menores»? 
¿Es que no será válido también para las fracciones con 
denominadores algo mayores? 

No. Para los denominadores q en ol intervalo gn < 
< q< gny es válido únicamente el teorema directo, 
pero el mismo es inconvertible. 

Observación 2. lixaminemos más detslladamento el 
caso ($): 

Pansi 
Insi 


g P= Pr Pa Q5 Uns — In 


Mediante un cálculo directo mostraremos que la fracción 


A 
aungue no es congruente y qn < 9 < Qn+1 Pero es tan 


útil como la convergente pn/qn. Los cálculos aducidos a 
continuación no requieren explicaciones: 


(aa p |= | (ansi 20) ZE — prsi + pa |= 
a| Pngnsi— inPnri [e o 
Aner ansi 
P 
Lan bn |=| gn 22 p| = 
InPnr—Pnón | A 
nsi nsl 


polgal 


sm 


con otras palabras, | ga — p | =| qua — pnl. Recor- 
demos que para q < Yn esto uo podrá observarse: obli- 
gatoriaminte tendremos | uai = p | < lyn — pn l- 


Por ejemplo, para æ > (véase el p. 14) las Fraccio- 
nes congruentes consecutivas 


Y ba G 
ir Me 


La fracción a pesar de que 4< 


de m 
<28 < 27 es tan útil como 9/4. 
Observación 3. Examinemos las aproximaciones del 


r 0 i 4 i 
número œ n mediante unas fracciones con deno mina- 


27 
dores 1, 2, 3, 4 (tabla 2). 
Tabla 2 
Valor apriximado | Error absolute Coeficiente de 
a ie a reducido h utilidad A 
2 7 
i 1 27 
a 5 8 
x Z Bj 
g 7 z 
à EJ J 
4 os Rin 
4 27 


Sogún osta tabla, sin conocer el desarrollo del número 
61/27 en un fracción continua, podemos afirmar que 9/4 es 
una fracción congruente: su cocficienle de utilidad es 
mayor que todos los anteriores. Lo mismo se refiere a la 
fracción 7/3, Al mismo Liempo 5/2 no es una fracción 
congruente, ya que su coeficiente de utilidad es menor 
«ue ol de la Jracción anterior. 


CAPÍTULO VI 
ADIVINANZAS 


3 11, ENIGMA DEL NUMERO DI ARQUÍMEDES 


41. Llave para todos los enigmas. Jl lector quien 
estudió cuidadosamente los capítulos IL, UML, 1V y Y 
será premiado. Los enigmas del capítulo | ya se inter- 
pretan muy fácilmente. 

Este libro tan largo ha sido escrito para una concln- 
sión breve: si quieres aproximar con alla precisión un nú- 
mero real mediante una fracción simple (no compuesta) 
sustitáyelo por fracciones congruentes. 

Así se descifra el enigma de Arquímodes y, por consi- 
guiente, el problema del calendario, 

Señalemos que al solucionar precisamente el problema 
do la aproximación de números reales mediante fracciones 
simples, Cristian Huygens llegó a obtener fracciones 
continuas. ÉI tenía que construir cl modelo del Sistema 
Solar en el cual los planetas fueran modelados medianto 
ruedas dentadas. A lin de roproducir con precisión Jos 
períodos de revolución, se necesitaban ruedas con un nû- 
mero enorme de dientes, Huygens buscaba (y encontró) 
el método general de solución de este problema: susti- 
tuie estos números por otros, considerablemente meno- 
ros, con la reproducción más exacta en lo posible de las 
relaciones de estos números. Do tal modo, en calidad de 
insteiumonto auxiliar, ideó Jus fracciones continuos y 
descubrió muchas de sus propiedades, aunque ostas frac- 
ciones ya fueron usadas anteriormento por el italiano 
Bombellí (sin penetrar tan profundamente en su natn- 
raleza). 

A propósito, N.N. Luzin decía: «En el laboratorio de 
un gran sabio aun las virutas tienen valor». 

42, Enigma del número de Arquímedes. Para la 
aproximación del número x desarro)lémoslo en nuna frac- 
ción continua. Podemos tomar la aproximación decimal 
de n con gran reserva de precisión, por ejemplo, 


3,1415926 — EPS y aplicar el algoritmo do 


q 


42 


Buelides: 
a=13; 7, 15, 4, 288, 1, ...]. 


Ahora caleulamos las fracciones congruentes de acuer- 
do con el esquema del punto 17: 


TETEEPE 
an | a | 5 | 5 | 1 | 288 
Pn | 3 | 22 | 333 | 355 | 402 595 
Gn | 1 | 7 106 113 | 32 657 


liso es todo. ¡Resulta tan fácil! Esta tabla descubre 
el secreto de Arquímedes y, al mismo tiempo, de Metzis. 
Do la misma se desprende: 


Aproximación | Fracción congruente i 
n 

Nula 3 (con defecto) 
22 

Primera T (con exceso) 

i EN 

Segunda UN (con defecto) 

bn 355 

Porcera 


-y (on exceso) 


¿Podrá considerarse quo Arquimedes y Metzis han 
sido desenmascarados: usaban fracciones continuas, AT- 


químedes utilizó la fracción congruente Se mientras que 
Metzis, ER 


a 

No, no podemos afirmarlo para Arquímedes. 

Líace falta comprender con claridad que hemos solu- 
cionado el problema matemático, pero no el histórico. 
Hemos demostrado cómo se puedo llegar a la aproxima- 
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ción del número a mediante la fracción 2, sin embargo, 


7 
esto no significa que Arquímedes llevaba el mismo ea- 
mino. ls verdad que no excluimos que él usaba el al- 
goritmo de fracciones continuas. A favor de esta supos 
ción podemos aducir dos argumentos: 1) en el caso dle 
ausencia de fracciones decimales este camino es cl más 
natural; 2) en la antigüedad preferían frueciones con nu- 
merador igual a la unidad. lin Egipto y Babilonia usa- 
han solamente estas fracciones, más tarde comenzaron a 
ponerse poco a poco en uso otras fracciones. No obstante 
estos argumentos son do carácter especulativo. Ningún 
juicio Jos hubiera reconocido. No existen pruebas direo- 
tas. Para determinar n Arquímedes calculaba los peri- 
metros de los polígonos regulares inscritos y circunseritos, 
haciendo uso de la «fórmula de duplicación». Adomás 
desconocemos qué método usaba para extraer las raícos 
cuadradas, él nos ofrece sólo el resultado final, Los 
historiadores no llegaron a alcanzar una opinión unánime 
acerca de este problema. 

La ventaja de los séptimos puedo también revelarse 
empíricamente al compararlos con otras partes más 
grandes. En lo que se refiere a Metzis (más exactamente, 
Antonius), esto es olra cosa. Resulta mny difícil supo- 


155 
ner que tal fracción compuesta como e funera encontrada 


sin ayuda de la teoría. Sin duda alguna Antonius usaba 


fracciones continuas. Comprendemos por qué se detuvo on 
355 


la fracción congruente 13 En efecto se trata de la últi- 
2,505 
ma fracción admisible. La fracción subsiguiente paa 


es tan voluminosa que no tiene ningún valor práctico. 


$12. SOLUCION DEL PROBLEMA DEL CALENDARIO 


43. Aplicación de las fracciones continuas. Primero 
pensemos en cómo nosotros mismos solucionaramos cl 
problema de la alternación de los años Insiestos. Repre- 
sentaríamos la longitud del año en forma de una fracción 


contíma 


1 año — 305 días 5 horas 48 minutos 46 segundos — 


= 1365; 4, 7, 4,38, 5, 64] dí 


Observación 1. n cs un número irracional, Se expresa 
mediante una fracción continua infinita. La magnitud 
del año es empírica. Toda magnitud empírica se mide 
únicamente con una precisión determinada, por lo cual 
no tieno sentido hablar acerca de su racionalidad o irra- 
cionalidad. La magnitud del año que acabamos do aducir 
es admitida, por lo tanto nos vemos obligados a conside- 
rarla exacta. Blla se expresa mediante una fracción con- 
tinna finita. 

Observación 2. Para expresar la longitud de) año 
mediante una fracción continua no hace falta represen- 
tarla por una fracción decimal en partes del día (análoga- 
mente a como lo hacíamos con el número ni). Este cálculo 
se desarrolla así (desechamos la parte entera): 


5 horas 48 minutos 46 segundos _ 20926 segundos _ 10463 , 
1 día — 80400 segundos 43200 * 


43 200 =4-10463 + 1348; 
10463=7-13484- 1027; 
1348 =1-1027 + 321; 
1027 = 3-321 4-64; 
321=5.64+4; 
64=64-1, 
Tallamos varias fracciones congruentes iniciales. Omi- 


timos la parle entera, ya que la oxistencia de 365 días 
enteros en cada año no requiere recuerdos: 


| 4 | 
1 | pr | 8 31 163 
4 2R 33 128 | 673 
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Cada columna ofrece la solución del problema del ca- 
lendario. Por ejemplo, la primera columna nos da para 


la duración del año el valor apr 


ximado de 3654 días 
Para realizar tal duración del año | que considera 
como bisiesto un año de cada cuatro. ln general, la 
tercera lila nos da el valor del ciclo o período, y la se- 
gunda, el número de años bisiestos en el cielo. Por ejem- 
plo, la segunda columna corresponde n tal solución: 
7 años bisiestos cada 29 años. La duración medía del 


año en este caso será de 365 gas. Esta cifra resulta 
más exacta que 30540 pero al mismo tiempo más com- 
plicada, 

44. Cómo eligir el calendario. Ahora está claro que al 
solucionar el problema del calendario Lay muy pocas 
variantes para elegir, solamente cuatro, 

A fin de evitar equivocaciones esclareceremos que en 
el mundo existe un gran número de calendarios. Hay ca- 
lendarios solares y lunares, Diferentes pucblos tienen un 
comienzo de era diferente, así como un número diferente 
de meses en el año (doce o trece), un comienzo del año 
distinto (a propósito, extremadamente diverso) y dile- 
rentes días festivos. En el presente libro examinamos el 
calendario en un solo aspecto (no consideramos toda la 
rliversidadl de estas diforencias): nos interesa la duración 
media del año. En este caso existon únicamente cuatro 
soluciones ventajosas (con otras palabras, soficiontemonte 
simples y exactas). Corresponden a las primeras cuatro 
columnas de la tabla anterior. Á partir de la quinta co- 
lumna ya se obtienen combinaciones demasiado compli- 
cadas. Así pues, todas las soluciones posibles se aducen 
en la tabla 3. 

n la columna «Brror» el signo «menos» indica que la 
duración media del año es mayor que la auténtica. 

La primera variante corresponde al calendario ju- 
liano. la segunda no es conveniente: según el grado le 
complejidad es oquivalente a la tercera, no obstante, le 
cede considerablemente en lo que se refiere a la exactitud. 
La tercera variante (8 años bisieslos cada 33 años) ba 


sido propuesta por el gran sabio persa y tadzhike, el 
poeta, Omar Khayyam. 
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Tabla 3 
Altrrnación de 
Jos ños 
Na de Dist tios 
aproxima- |——————| Duración media del año Error 
ción | núme- 
ro de fperiodol 
años 
1 1 4 | 365 días 6 horas 00 
minutos 00 segun- | —11 minutos 
dos 14 segundos 
2 7 | 29 [365 días 5 horas 47 
minutos 35 segun- | -+4 minuto 
dos 14 segundos 
3 8 33 | 365 días 5 horas 49 
pinitas O5segun- | — 19 segundos 
0s 
4 31 |428 |365 días 5 horas 48 
ed 45segun- | +1 sogundo 
109 


La cuarta variante es excepcionalmente exacta. El 
error de 4 segundo no tiene valor práctico. Precisamente 
por eso se proponía utilizar este calendario, Por ejemplo, 
en 1864 el astrónomo ruso Medler propuso introducirlo en 
Rusia a partir del comienzo del siglo XX. Para ello era 
necosario introducir solamente la siguiente corrección en 
el calendario juliano: cada 128 años omitir un año hi- 
siesto (es decir, considerarlo ordinario). Puesto que en el 
calendario juliano a cada 128 años les corresponden 32 
bisiestos. 

No obstante, este calendario no fue aceptado en Rusia, 
ni en otras partos del mundo. Probahlemente, las cansas 
consistían en que ol período de 128 años no era «redondo» 
así como en lo acostumbrado del calendario vigente. 

45. Enigma de Gregorius XIII. En el punto anterior 
no llegamos a descubrir el enigma de Gregorius XTTT: 
entre las cuatro soluciones aducidas no se encuentra ol 
calendario gregoriano. Por eso, wna vez solucionado cl 
problema matemático prestemos un poco más atención al 
problema histórico. ¿Cuáles fueron los argumentos de 
Grogorius XII] (para precisar, de la comisión organizada 
por él)? 

Es muy seductiva la signiente hipótesis: Gregorius 
XIII partía de la relación 34 ; 128, pero, deseando susti- 
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tuir el período de 128 años por otro más cómodo, cligió el 
período de 400 años. Si a cada 128 años los corresponden 
31 bisiestos, entonces ¿cuántos años bisiestos correspon- 
derán a 400 años? De la proporción 


E 
128 — 400 


se obtiene z = 96,875 œ 97. Esto es precisamente el ca- 
lendario gregoriano: 97 años bisiestos cada 400 años. 

¿Un argumento convincente, no es verdad? No obstan- 
te, es erróneo. 

Razonando acerca de la historia y, en particular, la 
historia de la ciencia, no se debo atribuir a los sabios do 
los siglos pasados el desarrollo actual do las ideas. Al 
contrario, hace falta tratar de penetrar en el círculo de 
sus ideas y conocimientos. Además, en la ciencia histó- 
rica son poco convincentes los razonamientos especulati- 
vos del tipo «hubiera podido ser así». Hace falta estable- 
cer, haciendo uso de los documentos históricos, que «fue 
precisamente así». En lo que so refiero n la reforma de 
Gregorius XIL, la conocemos bastante bien, en particu- 
lar, conocemos la composición de la comisión encargada on 
elaborar el proyecto. 

El error de nuestro razonamiento especulativo cons 
en lo siguiente: en la época de Gregorius X111 la duración 
del año no era conocida tan exactamente como en la actua- 
lidad. La comisión de Gregorins XIII usaba unas Lablas 
astronómicas compuestas por la Academia de Toledo por 
orden de Alfonso X (4224—1284), rey de Costilla, ln las 
mismas se da la duración del año que sígue 


4 año=365 días 5 horas 49 minutos 16 segundos. 


Representémosla mediante una fracción continua 
4 año=/365; 4, 8, 7, 2, 2, 17). 


Sus fracciones congruentes (sin la parte entera) serán: 


Por esta razón la comisión de Gregorins XIIL, sea cnal 
fuera el método de su trabajo, no podía conocer nada de 
la relación 51/128. 
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Como ya se mencionó, conforme al calendario grego- 
riano, la duración media del año cs igual a 365 días 
3 horas 49 minutos 12 segundos, es decir, sobrepasa la 
auléntica en 27 segundos. Pero, nosotros lo consideramos 
asi, mientras que Gregorius XTU consideraba que su año 
era menor que el auténtico en 4 segundos. Como vemos la 
comisión «le Gregorius XIL podía cstar totalmente satis- 
fecha de la exactitud lograda. 

Bu complemento a lo dicho, no hay raz 
nor que la comisión de Gregorius XITI utilizó las fraccio- 
nes conbinuas, ya que en aquel tiompo 00 Europa cran 
desconocidas. Más bien ella Jlegó a su solución por el 
élodo de selección. Fe aquí cómo se puede hacer esto 
cilmente. Según las tablas de Alfonso X el año juliano 
sobropasa ol auténtico en 10 minutos 44 segundos. ¿En 
el transcurso de enántos años se acumulará un error igual 
a un día? Divídimos el día (24 horas) en 10 minutos 44 se- 
gundos: 


es para supo- 


24 horas BGA 


TO minutos 44 segundos G44 


æ 134. 


Así pues, para corregir el error del calendario juliano 
lace falta una vez cada 134 años omitir un año bisiesto. 
Pero, resulta incómodo, ya que el año 134 de turno puede 


no ser bisiesto. Señalemos que 134 œ 4 «400. Por lo tanto, 


en el transcurso de 400 años hace falta omitir tres veces 
el año bisiesto. Precisamonto esto es el calendario gre- 
goriano. 
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EN 1088 LA EDITORIAL «MIR» PUBLICARÁ 


A. Borovkov 
ESTADÍSTICAS MATEMÁTICAS 


En este libro se expone el estado actual de la estadística 
matemática que contiene muchos perteccionamientos y varios 
enfoques nuevos de los resultudos más recientes. En el primer 
capítulo se analizan las propiedades de las distribuciones empí- 
ricas que forman la base de la estadística matemática, En los 
capítulos 2 y 3 se expone la teoría de estimaciones y la teoría 
de comprobación de las hipótesis estadísticas respectivamente, 
Las primeras partes de ambos capítulos se dedican a la descripción 
de todos los enfoques posibles de la solución de problemas plau- 
teados y a lu búsqueda de procedimientos óptimos, Las segundas 
partes, a su vez, conticaen la construcción de procedimientos 
asintóticamente óptimos, 

El capítulo 4 reúne problemas estadísticos vinculados con 
dos o más muestras, problemas sobre homogeneidad, análisis de 
regresión, reconocimiento de imágenes. 

En el capítulo 5 so expone la teoría general de las soluciones 
estadísticas, o sea, del enfoque teórico de los problemas esta- 
dísticos. Un lugar importante corresponde a la búsqueda de solu- 
ciones asintóticamente óptimas. 

Esta obra se destina a los que estudian la estadistica malc- 
mática. Al mismo tiempo puede despertar el interés de los especia- 
listas que ya trabajan en este campo. 
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K. Ribnikov 
INTRODUCCIÓN AL ANALISIS COMBINATORIO 


$ matemáticos, ingenieros, así como los especialistas en 
sde la concia, saben que al solucionar los problemas 
pm mn mäs frecuencia se ven obligados a ocuparse de las 
estructtiras diseretas. inire és eitemos grafos, matrices, esque- 
bloque, redes eléctricas, Hujos de transporte, sistemas de 
vrganización de la producción, flujos de información y muchos 
Además, como e sabido, el funcionamiento de la mayoría 
enadores se basa en el principio del cáleulo directo. 

A pesar sle la hoterogencidad y el carácter especifico de so- 
mejantes estructuras, éstas pueden consid se desde posic: 
de la Lecrín general, Jo que facilita su uso y estudio. El pre 
libro ofrece al leetor Los Taralaruentos de esta teoría que manti 
el titulo históricamente formado, análisis combinatorio, 
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A. Kurosch 
CURSO DE ÁLGEBRA SUPERIOR 


En este libro se expone el curso de Mia superior que repre- 
senta una de las disciplinas fundamentales de la ciencia mate- 
málica moderna. El curso do álgebra superior consta hundamen- 
talmente de dos secciones, Una de ellas, el álgobra lineal, está 
dedicada al estudio de lus ecuaciones de primer grado. La segunda, 
el álgebra de los polinomios, al estudio ile una cenación de una 
incógnita, pero de grado superior. 

El material del libro se expune do uaa manera clara y a un 
elevado nivel científico. Para ayudar a asimilar mejor los con- 
ceplos matemáticos, al final de cada sección se dan ejemplos 
y problemas con resoluciones detalladas. 
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A. Kiseliov, M. Krasnov, G, Makarenko 
PROBLEMAS 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 


En este libro se han recopilado cerca de 4000 problomas y ejer- 
cicios del curso de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se han 
incluido también el método de isoclínas para las ecuaciones de 
primer y segundo orden, reel para hallar las trayectorias 
ortogonales, la dependencia e independencia lineules delos siste- 
mas de funciones, Además, contiene problemas para hallar la 
estabilidad de las soluciones, el método del parámetro pequeño 
ol método para resolver ecuaciones y sistemas. Cada párrafo em- 
para con una breve introducción teórica, Después se exponen 
as determinaciones y los métodos principales para la solución 
de los problemas. Todus los problemas van acompañados de su 
resultado; para algunos de ellos hay indicaciones sobre cómo 
resolverlos. 

_ Es un libro de texto para los estudiantes de cuseñanza su- 
perior. 


lecciones populares 
de matemáticas 


Mir publicará 
Skorniakoy L. 
Sistemas de ecuaciones lineales 
Guik E. 

Juegos matemáticos recreativos 
Krinitski N. 
Algoritmos a nuestro alrededor 
Belski A., Kaluzhnin L. 
División inexacta 
Beskin N. 
Representación de figuras espaciales 
Borovkov A. 
Estadística matemática 


. 
* 
. 
> 
. 
. 
> 
. 
: 
. 
. 
. 
. 
* 
° 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
* 
. 
* 
. 
. 
. 
. 
* 
: 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
: 
. 
: 
. 
. 
. 
. 
An 
. 
. 
. 
. 
. 


Seseroovocscseseasacecesosessessocsosesosooesecsocosseesstoscocesseseotacoeressoocooossnote 


A AAA 


